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АНОТАЦІЯ 

 

Млинко О.І. Удосконалення процесів виготовлення поліграфічної та 

пакувальної продукції з використанням матеріалоощадних технологій. — 

Кваліфікаційна наукова праця на правах рукопису. 

Дисертація на здобуття наукового ступеня кандидата технічних наук 

за спеціальністю 05.05.01 «Машини і процеси поліграфічного виробництва» 

(13 Механічна інженерія). Українська академія друкарства, Львів, 2018. 

У дисертаційній роботі представлено обґрунтування методів та засобів 

проектування робочих інструментів з криволінійними різальними крайками 

для енергоощадного ножичного різання поліграфічної малооб’ємної та па-

кувальної продукції, створення математичних моделей для встановлення 

раціональних геометричних параметрів матеріалоекономних паковань, ви-

готовлених з різноманітних пакувальних матеріалів. Актуальність теми зу-

мовлена сучасними вимогами до друкованої продукції, паперово-картонних 

засобів пакування та продиктована необхідністю проведення реорганізації 

виробництв у поліграфічній галузі та пакувальній індустрії. Передусім вона 

пов’язана з розгортанням випуску нової за видом продукції, що характери-

зується принциповою заміною традиційної прямокутної форми криволіній-

ною. 

Констатовано, що об’єктивна особливість змін у виробництві нової 

продукції криється в його організації: внаслідок впливу економічних факто-

рів на ринок вона поступає обмеженими обсягами, що спонукає до інтенси-

фікації пошуку нових форм виробів і вимагає оперативної підготовки техні-

чних засобів для їх тиражування. Сучасні прогресивні зміни в розвитку по-

ліграфічної галузі та пакувальної індустрії вимагають подальшого прове-

дення науково-обгрунтованих досліджень, направлених на мінімізацію 

енерго- та матеріальних ресурсів, досягнення ефективної економії пакува-

льних матеріалів. 

Проектування складних за конструкцією інструментів з криволінійни-

ми різальними крайками та підготовку до їх виготовлення на металорізаль-
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ному обладнанні з числовим програмним керуванням запропоновано прово-

дити у два етапи. Протягом першого криволінійний профіль дизайнерського 

рішення (макет) передбачено оцифровувати за допомогою сканера чи циф-

рової камери, а недоліки отриманого зображення ліквідовувати за допомо-

гою програми обробки растрових зображень. Далі растрове зображення за-

пропоновано перетворювати у векторне та приводити до розмірів оригіналу 

і прив’язувати до системи координат. Другим етапом передбачено ство-

рення робочих програм для керування металорізальним обладнанням на ос-

нові введення координат вузлових і достатньої кількості отриманих промі-

жних точок, які розташовані між ними. 

Запропоновано спосіб виготовлення складних профілів різальних лез 

інструментів і пристрій для установки заготовок на столі фрезерного верс-

тата для якісного виготовлення пластинкових інструментів з криволінійни-

ми різальними крайками. Механічну обробку складних профілів різальних 

лез інструментів передбачено проводити шляхом фрезерування пластини 

кінцевою фрезою. Після завершення фрезерування отримують два інстру-

менти, які мають загострені леза. 

Досліджено відносні параметри: переміщення, швидкість контакту 

різальних крайок інструментів та миттєву потужність, що тратиться на вирі-

зування в матеріалі криволінійних ділянок, описаних різними математич-

ними функціями. За результатами дослідження встановлено тенденцію збі-

льшення відносної швидкості контакту різальних крайок інструментів для 

випадків виготовлення контурів, описаних логарифмічною та тригономет-

ричною функціями. 

Для знаходження аналітичного виразу функцій, що описує криволіній-

ний контур макетів видання, застосовано інтерполяційний многочлен Лагра-

нжа. Удосконалено метод сплайн-функцій шляхом автоматизованого апрок-

симування вихідних даних, що уможливило інтерполювання набором функцій, 

кожна з яких визначена на окремому інтервалі між двома вузловими точками. 
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Розроблено універсальну методику проектування раціонального кар-

тонного паковання призматичної форми з різною конструкцією дна і криш-

ки, призначеного для пакування різноманітної продукції, що забезпечує ре-

зультативну економію пакувального матеріалу. Методикою передбачено: 

вираження об’єму паковання через габаритні його параметри; математичне 

обґрунтування загальної площі пакувального матеріалу, необхідного для 

виготовлення розгорток; знаходження частинних похідних, прирівняних до 

нуля; розв’язування системи рівнянь та знаходження раціональних геомет-

ричних параметрів картонних пачок і складових елементів. 

Порівняльним аналізом витрат пакувального матеріалу на виготов-

лення широко використовуваних три-, чотириклапанних картонних пачок та 

зі самоскладним дном, геометричні розміри яких отримані в одному випад-

ку шляхом оптимізації, а в іншому – використання пропорції «золотий пе-

реріз», виявлено, що в усіх випадках на виготовлення розгорток за згаданою 

пропорцією необхідно витрачати більше пакувального матеріалу, ніж на ро-

згортки оптимізованого паковання. 

Використано метод знаходження умовного екстремуму за допомогою 

функції Лагранжа для пошуку раціонального співвідношення відносних ге-

ометричних параметрів паперових пакетів. Встановлено, що раціональними 

значеннями відносних геометричних параметрів (довжини, ширини та висо-

ти) пакетів з паперу є, відповідно, 0,5237V1/3; 1,1153V1/3 і 1,5208V1/3. 

На основі дослідження отриманої математичної моделі обґрунтувано 

раціональні співвідношення геометричних параметрів картонної тари з ква-

дратним дном, виготовленої з комбінованого картону, для забезпечення 

економії пакувального матеріалу. Отримано залежності для розрахунку її 

складових (корпусу, дна та горловини). Встановлено, що межі відсотку ма-

теріалу (відносно площі корпусу), витраченого на виготовлення горловини, 

становить 0,35–0,41, а на виготовлення дна 0,24–0,26. Досліджено перевит-

рати пакувального матеріалу для виготовлення паковань, що широко вико-

ристовується у торгівельній мережі. 
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Отримано та досліджено систему рівнянь для обчислення раціональ-

них значень геометричних параметрів паковання з прямокутним дном, виго-

товленого з комбінованого картону для пакування рідинної продукції. Вста-

новлено для тари різного корисного об’єму раціональні геометричні зна-

чення корпусу (ширина, довжина і висота) та мінімальну витрату (за умови 

вибору раціональних його параметрів) площі комбінованого картону. Біль-

ше половини пакувального матеріалу припадає на корпус паковання (55–

57%), менше – на горловину (25–26%) та дно (18–19%). 

На основі дослідження створеної математичної моделі отримано кон-

кретні геометричні параметри – ширину, довжину та висоту оптимізованого 

паковання з вакуумованою сипкою продукцією з врахуванням припусків 

пакувального матеріалу для формування поздовжнього та поперечних швів. 

Встановлено для вакуумованого паковання об’ємів у діапазоні 350–950 см3 

раціональні значення його ширини, довжини і висоти. Обґрунтувано пере-

витрату пакувальних матеріалів, що використовуються для виготовлення 

паковань з вакуумованою сипкою продукцією, яка представлена у торгіве-

льній мережі. 

На основі дослідження внутрішнього об’єму паковання, виготовлено-

го з гнучкого матеріалу, встановлено, що дно набуває форми еліпса, а  фор-

ма перетину паковання площиною, перпендикулярною до основи, є полови-

на обводу еліпса. Математично виражено корисний об’єм паковання з гнуч-

ких пакувальних матеріалів як різницю основного та об’єму загальної зов-

нішньої незаповненої кишені у вигляді коноїдів. Отримано раціональні зна-

чення геометричних параметрів: ширини, довжини та висоти оптимізовано-

го паковання з гнучкого пакувального матеріалу з урахуванням припусків 

на технологічні шви. 

Наукова новизна отриманих результатів дисертаційної роботи полягає 

у наступному: 

вперше: 

— отримано математичні залежності між основним об’ємом паковання з 

гнучкого плівкового матеріалу та об’ємом зовнішніх кишень у вигляді коно-
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їдів за встановлених форм у вигляді еліпса та його складової, отриманих 

осьовими перетинами паковання взаємно-перпендикулярними площинами, 

що уможливило обґрунтування раціональних співвідношень його геометри-

чних розмірів; 

удосконалено: 

— метод сплайн-функцій, які визначаються многочленом 3-го степеня, 

на основі розв’язання системи рівнянь за допомогою тридіагональної мат-

риці, що забезпечує визначення коефіцієнтів апроксимаційної залежності та 

отримання координат потрібної кількості точок кривої; 

набули подальшого розвитку: 

— дослідження довжини дуг кривих, описаних математичними функція-

ми, на основі використання методу інтегрального числення, що забезпечило 

встановлення значень відносних кінематичних параметрів контакту різаль-

них крайок робочих інструментів та відносної миттєвої потужності, що тра-

титься засобом на вирізування в матеріалах криволінійних ділянок, описа-

них різними математичними функціями; 

— метод дослідження функцій на екстремум шляхом розроблення мате-

матичних моделей, що зв’язують внутрішній об’єм паковання та площу па-

кувального матеріалу, яка витрачається на формування його внутрішнього 

корисного об’єму і технологічні припуски для з’єднання в об’ємну констру-

кцію, на основі яких отримано раціональні геометричні параметри пако-

вань, виготовлених з різних пакувальних матеріалів, для сипкої (вакуумова-

ної, вільно фасованої) та рідинної продукції. 

Практична цінність отриманих результатів полягає у розробленні ме-

тоду проектування та способу виготовлення інструментів зі складними про-

філями різальних лез з плоскої сталевої заготовки. Технічні рішення захи-

щені патентами України № 90748, 99221, 104768, 104770. 

Розроблено універсальну методику проектування раціонального кар-

тонного паковання призматичної форми з різною конструкцією дна і криш-

ки для пакування різноманітної продукції, що забезпечує результативну 
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економію пакувального матеріалу. Розроблено методику розрахунку раціо-

нальних (матеріалоекономних) конструкцій паковань, виготовлених з плів-

кового, паперового та комбінованого картонного пакувальних матеріалів з 

урахуванням припусків на технологічні шви. 

Результати наукових досліджень з розроблення матеріалоекономного 

споживчого паковання типу «Дой-Пак» з гнучких пакувальних матеріалів 

апробовані на міжгалузевому науково-практичному підприємстві «Аріс» 

(м. Харків). Виокремлено такі позитивні результати, як ґрунтовна методика 

встановлення раціональних геометричних параметрів паковання, зручність 

використання математичних моделей, оперативність отримання кінцевого 

результату. 

Результати дисертаційної роботи впроваджені у навчальний процес 

Української академії друкарства. Науковими розробками укомплектовані 

дисципліни «Цифрова обробка сигналів та зображень», яку вивчають студе-

нти спеціальності 151 «Автоматизація та комп’ютерно-інтегровані техноло-

гії»; «Основи конструювання та дизайну паковань», «Обладнання для виго-

товлення паковань», які вивчають студенти спеціальності 131 «Прикладна 

механіка» освітнього рівня «бакалавр». За тематикою наукових досліджень 

студенти спеціальності 131 «Прикладна механіка» освітнього рівня «ма-

гістр» виконують курсові проекти та магістерські роботи. 

Дані про впровадження підтверджено відповідними документами. 

Ключові слова: криволінійний контур, растрове зображення, інстру-

мент з криволінійними різальними крайками, інтерполювання, картонне, 

вакуумоване паковання, паперовий пакет, паковання з гнучких пакувальних 

матеріалів. 
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ABSTRACT 

 

Mlynko О.І. Improving the processes of printing and packaging products 

manufacturing using material-saving technologies. — Qualifying scientific work 

on the right of the manuscript. 

Thesis for a PhD in Technical Sciences in specialty 05.05.01 «Machines 

and Processes of Printing Production» (13 Mechanical Engineering). Ukrainian 

Academy of Printing, Lviv, 2018. 

In the thesis, the justification of methods and means of designing the work-

ing tools with curvilinear cutting edges for energy-saving knife cutting of small 

volume printing and packaging products, the formation of mathematical models 

for establishing the rational geometrical parameters of material-saving packages 

made from various packing materials have been presented.  The relevance of the 

issue has been determined by the modern requirements for printed matter, paper-

cardboard packaging and it has been dictated by the need for the reorganization 

of production in the printing and packaging industries. First of all, it is associated 

with the deployment of the output of a new type of products, characterized by a 

fundamental replacement of the traditional rectangular shape by a curvilinear 

one. 

It has been stated that the objective feature of changes in the production of 

a new product lies in its organization: due to the influence of economic factors, it 

enters the market in limited volumes, which prompts the intensification of the 

search for new forms of products and requires a quick preparation of technical 

means for their replication. Contemporary progressive changes in the develop-

ment of the printing and packaging industries require the further pursuit of scien-

tifically-based research aimed at minimizing the energy and material resources 

and achieving the efficient savings in packing materials. 

Designing complex in construction tools with curvilinear cutting edges and 

preparing for their manufacturing on metal cutting equipment with numerical 

program control have been suggested to be carried out in two stages. During the 
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first stage, a curvilinear profile of the design solution (layout) is forecast to be 

digitized with a scanner or a digital camera, and the disadvantages of the result-

ing image are eliminated using a raster image processing software. Next, the ras-

ter image is suggested to be transformed into a vector and to be brought to the 

size of the original and tied to the coordinate system. The second stage involves 

the formation of working programs for the control of metal cutting equipment 

based on the introduction of coordinates of the nodes and a sufficient number of 

intermediate dots that are located between them. 

The method of manufacturing of complex profiles of the tool cutting blades 

and the device for the installation of blanks on the table of a milling machine for 

the qualitative manufacturing of plate tools with curvilinear cutting edges has 

been suggested. Mechanical processing of complex profiles of the tool cutting 

blades is provided by milling the plate with a final milling cutter. After finishing 

the milling, we get two tools that have sharp blades. 

The relative parameters have been studied: the displacement, the contact 

speed of the cutting edges of the instruments and the instantaneous power spent 

on cutting the curvilinear areas in the material described by various mathematical 

functions. According to the results of the study, the tendency of an increase in 

the contact relative speed between the cutting edges of the instruments has been 

established for the cases of making the outlines described by the logarithmic and 

trigonometric functions. 

Lagrange interpolation polynomial has been used to find the analytic ex-

pression of functions that describes the curvilinear outline of the publication lay-

outs. The method of spline functions has been improved by the automated ap-

proximation of the output data, which made it possible to interpolate a set of 

functions, each of which is defined in a separate interval between two node dots. 

The universal method of designing the rational cardboard packaging of a 

prismatic shape with a different construction of the bottom and the top intended 

for packaging of various products has been developed, which ensures the effec-

tive saving of the packing material. The method provides: the expression of the 
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packaging volume through its overall dimensions; mathematical substantiation of 

the total area of the packing material necessary for manufacturing billets; defin-

ing the partial derivatives equal to zero; solving the system of equations and de-

fining the rational geometric parameters of cardboard packs and constituent ele-

ments. 

A comparative analysis of the costs of packing material for the production 

of widely used three-, four-piece cardboard packs and the ones with a self-made 

bottom, the geometric sizes of which are obtained by the optimization in one 

case, and in the other – by the use of the proportion of the "golden section", has 

found out that in all cases it is necessary to spend more packing material for 

manufacturing the billets according to the mentioned proportion than for the ones 

of the optimized packaging. 

The method for detecting the conditional extreme using Lagrange function 

has been used to find the rational correlation of relative geometric parameters of 

paper bags. It has been established that the rational values of relative geometric 

parameters (length, width and height) of paper bags are 0.5237V1/3; 1.1153V1/3 

and 1.5208V1/3 respectively. 

On the basis of the research of the obtained mathematical model, the ra-

tional correlations of geometric parameters of cardboard packaging with a square 

bottom made from composite cardboard have been substantiated, in order to en-

sure the economy of packing material. Dependencies for the calculation of its 

components (body, bottom and top) have been obtained. It has been established 

that the limits of the percentage of material (relative to the area of the body) 

spent on manufacturing the top, is 0.35–0.41, and on manufacturing the bottom is 

0.24–0.26. The over-consumption of packing material for the packaging manu-

facturing, widely used in the trading network, has been researched. 

The system of equations for calculating the rational values  of geometric pa-

rameters of packaging with a rectangular bottom, made from composite card-

board for packing of liquid products has been obtained and researched. The ra-

tional geometric values of the body (width, length and height) and the minimum 
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cost (with its rational parameters) of the combined cardboard area have been set 

up for containers of different useful volumes. More than half of the packing ma-

terial is taken by the packaging body (55–57%), less on the top (25–26%) and the 

bottom (18–19%). 

On the basis of the study of the formed mathematical model, concrete  geo-

metric parameters have been obtained – the width, length and height of the opti-

mized packaging with vacuumed bulk products, taking into account the allow-

ances of packing material for the formation of longitudinal and cross joints. The 

rational values of the width, length and height have been established for vacu-

umed packaging of volumes in the range 350–950 cm3. The over-consumption of 

packing materials used for the production of packaging with vacuumed bulk 

products, which is presented in the trading network, has been substantiated. 

Based on the study of the internal volume of the packaging made from flex-

ible material, it has been established that the bottom takes the shape of an ellipse, 

and the shape of the intersection of the packaging with a plane perpendicular to 

the base is half of the ellipse circumference. The useful volume of packaging 

from flexible packing materials has been mathematically expressed as the differ-

ence between the main volume and the volume of the total outside empty pocket 

in the shape of a conoid. Rational values of geometric parameters have been ob-

tained: the width, length and height of the optimized packaging from flexible 

packing material, taking into account the allowances for technological joints. 

The scientific novelty of the results of the dissertation thesis is the follow-

ing: 

for the first time: 

— the mathematical dependencies have been received between the main 

volume of packaging from flexible film material and the volume of external 

pouches in the shape of a conoid according to the established shape in the form 

of an ellipse and its component, obtained by axial crossings of packaging with 

mutually perpendicular planes, which made it possible to substantiate the rational 

relations of its geometrical sizes; 
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The following has been improved: 

— the method of spline functions, which are determined by the polynomial 

of the 3rd degree, on the basis of the solution of the system of equations with the 

help of a tridiagonal matrix, which provides the determination of coeff icients of 

the approximation dependence and obtaining the coordinates of the required 

number of dots of the curve; 

The following issues have got the further development: 

— the research of the length of arcs of the curves described by the mathe-

matical functions based on the use of the integral calculus method, which has en-

sured the establishment of values of relative kinematic parameters of the contact 

of the cutting edges of the working tools and the relative instantaneous power 

spent on cutting the curvilinear areas in the material by the tool described by var-

ious mathematical functions; 

— the method of studying the functions on an extremum by developing the 

mathematical models that connect the internal volume of packaging and the area 

of the packing material, which is spent on forming its internal useful volume and 

the technological allowances for connection in a bulk structure, on the basis of 

which the rational geometric parameters of packages made from various packing 

materials have been received for bulk (vacuumed, freely packaged) and liquid 

products. 

The practical value of the obtained results is in developing the method of 

design and the method of manufacturing the tools with complex profiles of cu t-

ting blades from a flat steel billet. Technical solutions are protected by the pa-

tents of Ukraine No. 90748, 99221, 104768, 104770. 

The universal methodology of designing the rational cardboard packaging 

of a prismatic shape with different constructions of the bottom and the top for 

packaging of various products has been developed, which ensures the efficient 

saving of packing material. The method of calculation of rational (material -

saving) constructions of packages made from film, paper and combined card-
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board packing materials with the allowance for technological joints has been de-

veloped. 

The results of the scientific research on the development of material-saving 

consumer packaging of "Doy-Pack" type from flexible packing materials have 

been tested on the inter-branch scientific and practical enterprise "Aris" 

(Kharkiv). The following positive results have been singled out as a thorough 

methodology of establishing the rational geometric parameters of packaging, the 

convenience of using mathematical models, and the efficiency of obtaining the 

final result. 

The results of the dissertation work have been introduced into the educa-

tional process of Ukrainian Academy of Printing. Scientific developments have 

been included into such disciplines "Digital Processing of Signals and Images", 

which is studied by students of the specialty 151 "Automation and Computer-

Integrated Technologies"; "Fundamentals of Construction and Design of Packag-

ing", "Equipment for Packaging Manufacturing", which are studied by students 

of the specialty 131 "Applied Mechanics" of the educational level of "Bachelor". 

Students of the specialty 131 "Applied Mechanics" of the educational level of 

"Master" carry out course projects and master's theses on the subject of scientific 

research. 

Information on the implementation is verified by the relevant documents. 

 

Keywords: curvilinear outline, raster image, tool with curvilinear cutting 

edges, interpolation, cardboard, vacuumed packaging, paper bag, packaging from 

flexible packing materials. 
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Вступ 

 

Актуальність теми. Сучасні вимоги до друкованої продукції, папе-

рово-картонних засобів пакування диктують необхідність проведення реор-

ганізації виробництв у поліграфічній галузі та пакувальній індустрії. Пере-

дусім вона пов’язана з розгортанням випуску нової за видом продукції, що 

характеризується принциповою заміною традиційної прямокутної форми 

криволінійною. Переваги такого удосконалення ґрунтуються на посиленні 

фактору дизайнерської виразності виробів, покращенні їх споживчих і фун-

кціональних властивостей. 

Об’єктивна особливість змін у виробництві нової продукції криється в 

його організації: внаслідок впливу економічних факторів на ринок вона по-

ступає обмеженими обсягами, що спонукає до інтенсифікації пошуку нових 

форм виробів і вимагає оперативної підготовки технічних засобів для їх ти-

ражування. Як засвідчили науково-дослідні результати, ножичний метод 

розділення матеріалів (різання з обмеженою лінією контакту різальних ін-

струментів з матеріалом) визнано ефективним для технічної реалізації 

[77; 101]. 

Оскільки на зовнішньому та внутрішньому ринках спеціалізоване об-

ладнання відсутнє, задачу виготовлення ексклюзивних видань вирішують 

використанням підручної техніки (пресів) та різальних засобів, які виготов-

ляють з масивних сталевих заготовок зі значною часткою ручної роботи. 

Потреба в частому налагоджуванні технологічних процесів для продуку-

вання малооб’ємних видань з криволінійними зовнішніми контурами мали-

ми партіями спонукає до розгортання наукових досліджень з пошуку ефек-

тивних методів проектування технічних засобів на базі сучасних 

комп’ютерних програм [84]. 

Поліграфічні технології широко використовуються пакувальною інду-

стрією при продукуванні паковань. Разом із приростом населення планети 

об’єм споживання паковання і його кількість в умовних одиницях на одну 
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людину виросли та будуть рости в період до 2020 р. і до 2025 р. Якщо в 

2010 р. на одного жителя планети припадало 501 паковання ($ 111), в 

2015 р. – 514 ($ 114), то за прогнозами фахівців на 2020 р. – 580 паковань 

($ 128), а в 2025 – 610 ($ 135) [50]. 

Важливим є прогноз світового попиту на паперово-картонну тару. Так 

Британська маркетингова компанія Smithers Pira [58], яка спеціалізується на 

експертній оцінці ринку паковання, паперової та поліграфічної промислово-

сті, опублікувала звіт за результатами дослідження «Майбутнє картонного 

паковання до 2022 року». Об’єм світового ринку картонної тари та пакован-

ня в 2016 р. досягнув відмітки $ 100 млрд. У загальному випадку більше 

40,3 млн. т сировини було перероблено в складані картонні коробки і тару з 

профілем гофри мікро та міні. У звіті експерти прогнозують світовий попит 

на картон: він буде рости з середньорічним темпом у 4% і досягне у 2022 р. 

об’єму в $ 124, 1 млрд. 

Окрім паперово-картонного активно завойовує ринок вакуумне пако-

вання. За оцінкою компанії Transparency Market Research [58], він характе-

ризується високим ступенем консолідації. На цьому ринку активно розви-

ваються інноваційні рішення. З 2016 до 2024 року щорічний темп приросту 

світового ринку вакуумного паковання буде становити 4,9%. До кінця вка-

заного періоду об’єм його продажу досягне рівня $ 22,8 млрд. Розвиток ри-

нку вакуумного паковання викликаний потребою такого засобу пакування, 

який збільшує термін зберігання продуктів, спрощує процес зберігання та їх 

транспортування. 

Сучасна модель «сталого розвитку» суспільства базується на балансі 

трьох їх складових – людина, економіка та навколишнє середовище. Мешка-

нці нашої країни, яка відома у світі як виробник сільськогосподарської, пе-

реробної та харчової продукції, захищені надійним потенціалом: родючі по-

ля нашої країни здатні нагодувати населення 6-ти країн, аналогічних Украї-

ні. Не зважаючи на це, сьогодні для захисту своїх споживачів від небезпеч-

ної продукції на ринку та для гарантування зростання виробництва і торгівлі 
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харчовою продукцією Україна повинна реформувати системи державного 

контролю безпечності харчової продукції, гармонізувати національне зако-

нодавство з безпечністю харчових продуктів із стандартами ЄС. Усі дії із 

забезпечення безпечності продукції повинні відбуватися на всіх ланках жит-

тєвого циклу – від концепції розробки до споживання продукції [47]. 

Сьогодні безпечність пакування будь-якої продукції, особливо харчо-

вих продуктів, вимагає реалізації можливості безперервного контролю па-

кувальних матеріалів, засобів пакування, самих продуктів з перших техно-

логічних операцій їхнього виготовлення. З безпечністю виробництва проду-

ктів харчування пов’язані додаткові, достатньо високі гігієнічні вимоги до 

технології виготовлення продукції та паковання, використовуваного облад-

нання на фоні жорсткої економії енергоресурсів, розумного підходу до ви-

користання матеріалів [48]. 

Резерви економного продукування тари, виготовленої з паперово-

картонних, плівкових матеріалів, криються передусім у технологічних і те-

хнічних складових процесу виконання численних операцій технологічного 

ланцюжка від створення самих пакувальних матеріалів, виробництва засобів 

пакування до формування транспортних пакетів з готовою продукцією. Се-

ред резервів енерго- та матеріалоощадного виробництва засобів пакування 

можна виокремити складові, що охоплюють процеси виготовлення пакува-

льних матеріалів; їх підготовку до виробництва; проектування тари оптима-

льної геометричної форми; виготовлення заготовок і формування з них 

об’ємної конструкції. 

Вирішенню задач з математичного описування форми криволінійних 

контурів у поліграфічних малооб’ємних виданнях, проектування технічних 

засобів та дослідження процесу їх виготовлення за енергоощадною техноло-

гією, оптимізації геометричних параметрів паковання, виготовленого з різ-

номанітних пакувальних матеріалів, присвячені наукові дослідження Дур-

няка Б.В., Регея І.І., Угрина Я.М., Кузнецова В.О., Коломійця А.Б., Шредера 

В.Л., Гавви О.М., Єфремова М.Ф., Ханлона Д.Ф. та інших. 

Сучасні прогресивні зміни в розвитку поліграфічної галузі та пакува-

льної індустрії вимагають подальшого проведення науково-обгрунтованих 
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досліджень, направлених на мінімізацію енерго- та матеріальних ресурсів, 

досягнення ефективної економії пакувальних матеріалів. 

На основі викладеного сформульовано важливу науково-прикладну 

задачу – наукове обґрунтування методів та засобів проектування робочих 

інструментів з криволінійними різальними крайками для енергоощадного 

ножичного різання поліграфічної малооб’ємної та пакувальної продукції, 

створення математичних моделей для встановлення раціональних геометри-

чних параметрів матеріалоекономних паковань, виготовлених з різноманіт-

них пакувальних матеріалів. 

 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.  Задачі, 

що вирішуються у дисертаційній роботі, випливають із завдань у сфері нау-

ки і техніки, сформульованих у Законі України № 2519-VІ від 09.09.2010 р. 

«Про внесення змін до Закону України «Про пріоритетні напрямки розвитку 

науки і техніки». Робота виконувалась також в рамках держбюджетної теми 

Б103-2006 «Розробка і створення теорії та методів проектування оптималь-

ної картонної тари і оптимізації технологічних процесів її виготовлення» 

(№ держєрестрації 0106U000966). Наукові дослідження і практичні напра-

цювання, наведені в дисертації, безпосередньо пов’язані з напрямом про-

грами науково-технічної діяльності Української академії друкарства, на-

прямами науково-дослідної роботи «Синтез, оптимізація і дослідження ма-

тематичних моделей алгоритмів інформаційних технологій і систем» кафед-

ри автоматизації і комп’ютерних технологій; «Розроблення енергоощадної 

технології та засобів виготовлення паперово-картонних виробів», «Дослі-

дження матеріаломісткості тари і упаковки» кафедри комп’ютеризованих 

комплексів поліграфічного і пакувального виробництв. 

 

Мета і задачі дослідження. Метою роботи є розроблення методів і 

засобів проектування робочих інструментів з криволінійними різальними 

крайками для енергоощадного ножичного різання поліграфічної мало-
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об’ємної та пакувальної продукції, а також проектування матеріалоеко-

номних паковань з раціональними геометричними параметрами. 

Для досягнення поставленої мети необхідно розв’язати такі задачі: 

— провести аналіз інформаційних джерел розвитку сучасних технологій 

та техніки з виготовлення малооб’ємних поліграфічних видань з криволі-

нійними зовнішніми контурами, дослідити наукові підходи до проектування 

паковань, виготовлених з різноманітних пакувальних матеріалів; 

— розробити спосіб виготовлення робочих інструментів з криволінійни-

ми різальними крайками для енергоощадного ножичного різання поліграфі-

чних та пакувальних матеріалів; 

— розробити метод проектування інструментів з криволінійними різаль-

ними крайками, виходячи з наявності підготовленого макету майбутнього 

виробу, потреби фіксування на отриманому об’єкті координат важливих ву-

злових точок, пошуку аналітичної функції, що описує форму криволінійно-

го контуру; 

— розв’язати задачу оперативного об’єктивного пошуку координат ве-

ликого числа проміжних точок, розташованих між вузловими, необхідних 

для якісного виготовлення складних за конструкцією інструментів з криво-

лінійними різальними крайками; 

— створити математичні моделі для реалізації методики проектування 

раціональної конструкції вакуумованого паковання для сипкої продукції з 

плівкового пакувального матеріалу, виходячи з його об’єму та технологічно 

необхідних припусків на з’єднувальні шви; 

— вирішити задачу зі знаходження мінімуму функції, що виражає площу 

пакувального матеріалу, за умови зв’язку між геометричними параметрами 

паперового пакета, призначеного для пакування сипкої продукції та встано-

вити раціональні значення; 

— розробити на основі математичних моделей універсальну методику 

проектування картонного паковання призматичної форми з різною констру-

кцією дна і покривки для пакування сипкої продукції для забезпечення ре-
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зультативної економії пакувального матеріалу; 

— дослідити конструкцію засобу пакування з гнучкого плівкового мате-

ріалу, отримати математичні вирази для пошуку основного об’єму пакован-

ня та об’єму зовнішніх кишень. За результатами дослідження на екстремум 

функції, що зв’язує площу заготовки гнучкого пакувального матеріалу та 

об’єм паковання, встановити раціональні значення його геометричних па-

раметрів; 

— розробити та дослідити математичні моделі, які відображають залеж-

ність об’єму паковання з комбінованих матеріалів на основі картону від ра-

ціональних значень ширини, довжини та висоти його корпусу, для розроб-

лення нового ефективного паковання для рідинної продукції. 

Об’єкт дослідження — процес проектування та спосіб виготовлення 

робочих інструментів з криволінійними різальними крайками для енергоо-

щадного ножичного різання поліграфічної малооб’ємної продукції, проек-

тування матеріалоекономних паковань з раціональними геометричними па-

раметрами. 

Предмет дослідження — методи та засоби створення робочих ін-

струментів з криволінійними різальними крайками для енергооощадного 

виготовлення поліграфічної та пакувальної продукції, методи оптимізації 

матеріалоощадних конструкцій паковань, виготовлених з різноманітних па-

кувальних матеріалів. 

 

Методи дослідження. Для знаходження аналітичного виразу функцій, 

що описують криволінійні контури макетів малооб’ємних поліграфічних 

видань і паковань, використано методи побудови інтерполяційних многоч-

ленів Лагранжа і Ньютона та сплайн-функцій. Пошук раціональних конс-

трукцій паковань виконано застосуванням методу дослідження функцій на 

екстремум та умовний екстремум за допомогою функції Лагранжа. Задачу з 

математичного описування внутрішнього об’єму паковань, виготовлених з 

гнучких пакувальних матеріалів, досліджено за допомогою аналітичного 
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методу формоутворення просторових поверхонь. Для оцифровування ди-

зайнерських макетів використано сканер та цифрову камеру, а обробки рас-

трових зображень – комп’ютерні програми Photoshop, Streamline, Live Trace 

(сучасна версія), AutoCAD. Оброблення даних та розрахунки виконані в 

програмних пакетах Microsoft Excel, MathCad. Унаочнення процесу вигото-

влення інструментів з криволінійними різальними крайками реалізовано за-

стосуванням програми тривимірного проектування Solid Works. Візуаліза-

цію процесу вирізування в заготовках криволінійних контурів обертовим 

ножем створено у програмі 3D Studio. 

 

Наукова новизна отриманих результатів полягає у наступному: 

вперше: 

— отримано математичні залежності між основним об’ємом паковання з 

гнучкого плівкового матеріалу та об’ємом зовнішніх кишень у вигляді коно-

їдів за встановлених форм у вигляді еліпса та його складової, отриманих 

осьовими перетинами взаємно-перпендикулярними площинами, що умож-

ливило обґрунтування раціональних співвідношень його геометричних роз-

мірів; 

удосконалено: 

— метод сплайн-функцій, які визначаються многочленом 3-го степеня, 

на основі розв’язання системи рівнянь за допомогою тридіагональної мат-

риці, що забезпечує визначення коефіцієнтів апроксимаційної залежності та 

отримання координат потрібної кількості точок кривої; 

набули подальшого розвитку: 

— дослідження довжини дуг кривих, описаних математичними функція-

ми, на основі використання методу інтегрального числення, що забезпечило 

встановлення значень відносних кінематичних параметрів контакту різаль-

них крайок робочих інструментів та відносної миттєвої потужності, що тра-

титься засобом на вирізування в матеріалах криволінійних ділянок, описа-

них різними математичними функціями; 
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— метод дослідження функцій на екстремум шляхом розроблення ма-

тематичних моделей, що зв’язують внутрішній об’єм паковання та площу 

пакувального матеріалу, яка витрачається на формування його внутрішньо-

го корисного об’єму і технологічні припуски для з’єднання в об’ємну конс-

трукцію, на основі яких отримано раціональні геометричні параметри пако-

вань, виготовлених з різних пакувальних матеріалів, для сипкої (вакуумова-

ної, вільно фасованої) та рідинної продукції. 

 

Практичне значення отриманих результатів. Розроблено методи та 

засоби проектування та виготовлення інструментів зі складними профілями 

різальних лез, запропоновано спосіб і пристрій для отримання комплекту 

інструментів за один технологічний прохід тонкою фрезою. Технічні рі-

шення захищені патентами України № 90748, 99221, 104768, 104770. 

Розроблено універсальну методику проектування раціонального кар-

тонного паковання призматичної форми з різною конструкцією дна і криш-

ки для пакування різноманітної продукції, що забезпечує результативну 

економію пакувального матеріалу. Розроблено методику розрахунку раціо-

нальних (матеріалоекономних) конструкцій паковань, виготовлених з плів-

кового, паперового та комбінованого картонного пакувальних матеріалів з 

урахуванням припусків на технологічні шви. 

Результати наукових досліджень з розроблення матеріалоекономного 

споживчого паковання типу «Дой-Пак» з гнучких пакувальних матеріалів 

апробовані на міжгалузевому науково-практичному підприємстві «Аріс» 

(м. Харків). Виокремлено такі позитивні результати, як ґрунтовна методика 

встановлення раціональних геометричних параметрів паковання, зручність 

використання математичних моделей, оперативність отримання кінцевого 

результату. 

Результати дисертаційної роботи впроваджені у навчальний процес 

Української академії друкарства. Науковими розробками укомплектовані 

дисципліни «Цифрова обробка сигналів та зображень», яку вивчають студе-
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нти спеціальності 151 «Автоматизація та комп’ютерно-інтегровані техно-

логії»; «Основи конструювання та дизайну паковань», «Обладнання для ви-

готовлення паковань», які вивчають студенти спеціальності 131 «Прикладна 

механіка» освітнього рівня «бакалавр». За тематикою наукових досліджень 

студенти спеціальності 131 «Прикладна механіка» освітнього рівня «ма-

гістр» виконують курсові проекти та магістерські роботи. 

 

Особистий внесок здобувача. Особистий внесок полягає в детально-

му вивченні науково-прикладної задачі, аналізі інформаційних джерел, роз-

робленні методів проектування та виготовлення робочих інструментів з 

криволінійними різальними крайками для ножичного різання поліграфічних 

матеріалів, створенні математичних моделей для розроблення методики 

проектування раціональної конструкції паковань, виготовлених з різномані-

тних пакувальних матеріалів, практичній перевірці отриманих результатів, 

формулюванні висновків. Наведені в дисертації дослідження конструкції 

засобу пакування з паперу та гнучкого матеріалу, математичні вирази для 

пошуку основного об’єму паковання та об’єму зовнішніх кишень у вигляді 

коноїдів виконані особисто автором. 

Роботи [5, 6, 9, 18, 26, 29] виконані здобувачем особисто. У спільних 

публікаціях автору належить такі результати: перевірка необхідних та до-

статніх умов існування екстремуму функцій [1, 2, 13, 14, 34, 35, 36]; моде-

лювання процесу вирізування криволінійних контурів [4, 7, 8, 15, 27, 28, 

31]; опис та апроксимування криволінійних контурів паперово-картонних 

виробів [10, 11, 12, 30, 32]; визначення площі розгорток паковання [16, 17, 

19, 20, 29, 33]; патентний пошук, підготовка формули винаходу [22, 23, 24, 

25]; дослідження об’єму зовнішніх кишень паковань з гнучких матеріалів 

[3, 21]. 

 

Апробація результатів дисертації. Наукові результати дисертаційної 

роботи здобувач наукового ступеня доповідала на: 
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– науково-практичній конференції «Математичне моделювання склад-

них систем», 16 травня 2007 р., 12–14 травня 2009р., Львівський державний 

інститут новітніх технологій та управління ім. В. Чорновола; 

– Дев’ятому міжнародному симпозіумі українських інженерів-механіків 

у Львові, 20-22 травня 2009 р., НУ «Львівська політехніка»; 

– ІV науково-практичній конференції «Пакувальна індустрія (стан та пе-

рспективи)», 18–21 травня 2010 р., м. Алушта; 

– міжнародній науково-практичній конференції «Новітні технології, об-

ладнання, безпека та якість харчових продуктів: сьогодення та перспекти-

ви», 27–28 верес. 2010 р., Національний університет харчових технологій, 

м. Київ; 

– науково-технічній конференції «Теорія та практика раціонального 

проектування і експлуатації машинобудівних конструкцій», 11–13 жовтня 

2010 р., НУ «Львівська політехніка»; 

– V науково-практичній конференції «Пакувальна індустрія (стан та пе-

рспективи для харчових продуктів)», 1–2 червня 2011 р., м. Алушта; 

– VІІ науково-практичній конференції «Пакувальна індустрія (іннова-

ційні технології)», 21–24 травня 2013 р., м. Алушта; 

– ІІ Міжнародній спеціалізованій науково-практичній конференції «Ре-

сурсо- та енергоощадні технології виробництва і пакування харчової проду-

кції – основні засади її конкурентоздатності», 11 вересня 2013 р., Націона-

льний університет харчових технологій, м. Київ; 

– ІІІ міжнародній науково-технічній конференції ТК-2014, 28–30 травня 

2014 р., Луцький національний технічний університет;  

– VІІІ науково-практичній конференції «Пакувальна індустрія (ринок, 

інновації, бізнес-практики)», 24–25 вересня 2014 р., м. Київ; 

– ІХ науково-практичній конференції «Пакувальна індустрія (На шляху 

до європейських ринків)», 24–25 вересня 2015 р., Київська обл., Броварсь-

кий р-н, с. Княжичі; 
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– Х науково-практичній конференції «Пакувальна індустрія (полімер-

на упаковка для продуктів харчування)», 20–21 вересня 2016 р., Київська 

обл., Броварський р-н, с. Княжичі;  

– ХІ науково-практичній конференції «Пакувальна індустрія (технічні 

рішення в рамках Save Food)», 20–21 вересня 2017 р., Львівська обл., 
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Публікації. Основні результати дисертаційної роботи опубліковані в 

36–ти друкованих наукових працях, у тому числі: 1 стаття у науковому іно-

земному виданні; 20 статей опубліковані у наукових фахових виданнях (з 

них – 4 одноосібно, 2 в наукометричних базах Index Copernicus; 6 – у збір-

никах матеріалів науково-практичних конференцій, що включені як додаток 

до номерів фахового видання); створені автором і за його участі новий спо-

сіб та технічні засоби для виготовлення криволінійних контурів у виробах з 

паперу та картону захищено 4-ма патентами України; опубліковано 11 

праць і тез доповідей у збірниках матеріалів конференцій. 

 

Структура і обсяг дисертації. Дисертаційна робота складається зі 

вступу, чотирьох розділів, висновків, додатків і списку використаних дже-

рел. Основна частина дисертації представлена на 122 сторінках, містить 13 

таблиць і 57 рисунків. Загальний обсяг роботи становить 196 сторінок, у 

тому числі 7 додатків на 33 сторінках і список використаних джерел з 121 

найменуванням на 13 сторінках. 
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РОЗДІЛ 1 

СУЧАСНИЙ СТАН ТЕХНОЛОГІЇ ПРОДУКУВАННЯ МАЛООБ’ЄМНИХ 

ПОЛІГРАФІЧНИХ ВИДАНЬ З КРИВОЛІНІЙНИМИ ЗОВНІШНІМИ 

КОНТУРАМИ. АНАЛІЗ НАУКОВИХ ДОСЛІДЖЕНЬ З ПОШУКУ 

МЕТОДІВ ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ ВИГОТОВЛЕННЯ  

МАТЕРІАЛООЩАДНИХ ПАКОВАНЬ 

 

Сучасні закони ринкових відносин примушують виробників, що продуку-

ють поліграфічну продукцію, вдаватися до пошуку ефективних шляхів «вижи-

вання» у конкурентному протистоянні за рахунок удосконалення виробів з пок-

ращеними функціональними і експлуатаційними властивостями та нових дизай-

нерських рішень. Прикладом нових підходів до організації сучасного виробницт-

ва паперово-картонних виробів є поява малооб’ємних видань, передусім дитячої 

літератури, з криволінійними зовнішніми формами. Конфігурація видань стала 

залежати від характеру оформлення обкладинок, що змусило виробників зміню-

вати прямолінійні контури продукції на криволінійні [27]. 

Ринкові відносини «зачепили» і пакувальну індустрію, обумовили зростан-

ня попиту на паперово-картонну тару, частка якої у загальному виробництві ста-

новить 42% [2], інші види паковання, який спричинив об’єктивну потребу в еко-

номному витрачанні пакувальних матеріалів. За твердженням експертів, сьогодні 

найважливішим є напрямок мінімізації у використанні матеріалів та енергоресур-

сів у процесі виготовлення паковання на одиницю запакованої продукції [49; 51; 

66; 112]. За інших рівних умов більш економною є тара з мінімальним співвідно-

шенням площі матеріалу до її корисного об’єму [115; 117]. Тому ще на стадії про-

ектування вкрай важливо обґрунтовувати раціональні співвідношення геометри-

чних параметрів паковань для економного витрачання пакувальних матеріалів. 

 

1.1. Особливості продукування малооб’ємної дитячої літератури 

з криволінійними зовнішніми формами 

 

Потреба у продукуванні малооб’ємних видань (дитячої літератури) з 

нетрадиційними зовнішніми формами зумовила розроблення нових підходів 
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до організації сучасного виробництва поліграфічної продукції. Прямоліній-

ні контури видань стали замінювати на криволінійні за характером худож-

нього оформлення обкладинок (рис. 1.1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Серйозні корективи в характер виробництва продукції з паперу та кар-

тону стала вносити так звана «лімітна» тенденція ринку [15], яка змушує 

виробників зосереджуватися на їх виготовленні обмеженими обсягами при 

частій зміні виду продукції. 

За відсутності на зовнішньому та внутрішньому ринках спеціалізова-

ного обладнання задачу виготовлення ексклюзивних видань вирішують ви-

користанням підручної техніки (пресів) та різальних засобів, які виготовля-

ють з масивної заготовки із залученням значної частки ручної праці. Такі 

різальні засоби, як правило, складаються з опорної частини (основи) 

(рис. 1.2) та різальної крайки. До різальної крайки такого інструмента вису-

вають строгі вимоги: різальна площина повинна бути паралельною основі та 

мати постійний кут загострення уздовж усієї криволінійної поверхні. 

Рис. 1.1. Ексклюзивна паперово-картонна продукція 
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Потреба в частому налагоджуванні технологічних процесів для проду-

кування малооб’ємних видань обмеженими обсягами спонукає до розгор-

тання наукових досліджень з пошуку ефективних технічних рішень. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Виробництво нової за формою продукції вимагає оперативної підгото-

вки засобів різання, конфігурація яких повинна достатньо точно повторюва-

ти форму виробів. Оскільки її пропонують дизайнери, то актуальна задача 

розроблення ефективного методу виготовлення різноманітних за формою 

засобів різання паперово-картонних виробів. Такі інструменти доцільно ви-

готовляти на спеціалізованому металорізальному обладнанні з числовим 

програмним керуванням. Для створення програм керування такими верста-

тами в першу чергу важливо отримати аналітичні функції, що достатньо то-

чно описують форму майбутніх виробів (дизайнерські макети). Створення 

робочих програм для керування технологічним обладнанням виконують на 

основі координування вузлових і достатньої кількості проміжних точок, які 

розташовані між ними. Координати проміжних точок отримують шляхом 

апроксимування вихідних даних [84]. 

 

1.2. Аналіз методів апроксимації функцій 

 

Важливою серед задач, які розв’язують за допомогою обчислювальної 

математики, є наближення функції (апроксимування) однієї чи багатьох 

Рис. 1.2. Традиційний інструмент для виготовлення 
криволінійного контуру у виробах з паперу та картону 

різальна крайка 

основа 
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змінних до більш простої, значення якої легко обчислюються. Така задача 

може виникати, наприклад, у випадках, коли функція задана своїми значен-

нями у вигляді табличних результатів, або коли функція є складною за ана-

літичною побудовою і, як результат, знаходження її значень у деяких точ-

ках пов’язане з обчислювальними труднощами. У процесі вирішування різ-

них задач економічного, технічного, соціологічного характеру доводиться 

на основі великої кількості дослідних даних виявляти суттєві фактори, які 

впливають на досліджуваний об’єкт, та встановлювати форму зв’язку між 

різними зв’язаними одна з одною величинами. 

Задача дослідження полягає у знаходженні аналітичного вигляду фун-

кції y=f(x), яка добре відображає таблицю дослідних даних. Якщо додатково 

накласти умову, що крива повинна проходити через наявні точки даних, то 

така задача є інтерполюванням функції (частковий випадок апроксимації). 

При інтерполяції задану функцію f(x) часто апроксимують за допомо-

гою многочлена в загальному вигляді [5–7]: 

 
g (x) = Pn(x) = anx

n+an-1x
n-1+…+a0. 

 
Наближену функцію шукають у вигляді: 

 

f(x)  g(x, naaa ,...,, 10 ), 

 
де а0, а1, … аn – деякі параметри, для знаходження яких отримують систему 

лінійних алгебраїчних рівнянь: 
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 (1.1) 

 
У виразі (1.1) φ0, φ1, … φn – скінченна або зліченна сукупність непере-

рвних функцій, таких, що довільна скінченна система їх є лінійно незалеж-
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ною, x0, x1, … xn – скінченна сукупність точок на відрізку (вони ж вузли ін-

терполяції). 

Якщо прийняти до уваги, що: 

     
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то при довільних значеннях f(x), i = 0, 1,…,n система має єдиний розв’язок 

[103]: 
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Для визначення коефіцієнтів а0, а1, … аn часто використовують інтер-

поляційні многочлени спеціального виду, до них відноситься і многочлен Ла-

гранжа Ln(x), який в загальному вигляді можна записати [5; 19; 20; 53; 56]: 
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  (1.2) 

 

де 
 

n

ik,k ki

k

xx

xx

0

 – позначення добутку (вираз, що після значка добутку, 

множиться на аналогічний при зміні індексу від 0 до n, крім k ≠i). 

Якщо функція, що досліджується, задана значеннями yi = f(xi), 

i = 0,…, n в рівновіддалених вузлах інтерполяції, то для побудови її аналі-

тичної залежності використовують інтерполяційну формулу Ньютона. Для 
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виводу інтерполяційних формул для рівновіддалених вузлів інтерполяції 

вводиться поняття кінцевої різниці [5; 53]. 

Кінцевою різницею першого порядку Δyi є різниця між значеннями 

функції в сусідніх вузлах інтерполяції, тобто Δyi = Δyi+1 – yi (i = 0,…,n–1), 

кінцева різниця другого порядку Δ2yi складається з кінцевих різниць першо-

го порядку Δ2yi = Δyi+1 – Δyi (i = 0,…,n–2), а кінцева різниця n-го порядку 

складається із кінцевих різниць (n–1)-го порядку Δnyi = Δn-1yi+1 – Δn-1yi (i = 0). 

Інтерполяційний многочлен Ньютона в загальному вигляді записують 

у вигляді [20; 53; 104]: 
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На практиці часто використовують формулу Ньютона в іншому вигля-

ді, для якого вводять заміну: 

,
h

x-x
t 0  

де h – крок інтерполяції. 

Тоді інтерполяційна формула Ньютона набуває вигляду: 
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Інтерполяція многочленом Лагранжа або Ньютона на всьому відрізку 

з використанням великого числа вузлів інтерполяції може призводити до 

неточного наближення, що пояснюється накопиченням похибок у процесі 

обчислень. Для уникнення похибок увесь відрізок розбивають на часткові 

відрізки і на кожному з них приблизно замінюють функцію f(x) многочле-

ном невеликого степеня. 

Важливим способом інтерполяції на всьому відрізку є інтерполяція за 

допомогою сплайн-функцій [5; 7; 11; 39]. Функція S(x), яка визначена і не-

перервна на відрізку [a;b], називається поліноміальним сплайном порядку m 
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з вузлами xj[a,b], якщо на кожному з відрізків [xj-1, xj] S(x) є алгебраїчним 

многочленом степеня, що не перевищує m, а в кожній з точок xj деяка похі-

дна S(k)(x) може мати розрив. 

Якщо сплайн побудований по деякій функції f(x) таким чином, що 

Sm(хi)=f(xi), то сплайн називають інтерполяційним. Вузли сплайна й вузли 

інтерполяції функції можуть не співпадати. 

Обмежимося розлядом найбільш поширеного інтерполяційного 

сплайну порядку 3 дефекту 1. Ці сплайни порівняно недавно почали широко 

використовувати в обчислювальній математиці. Сплайном (англ. spline – 

планка, рейка) називали гнучку металеву лінійку – універсальне лекало, що 

використовували креслярі для гладкого з’єднання окремих точок на крес-

леннях. Тобто крива, що описує деформацію гнучкої лінійки, є сплайном, 

або навпаки – сплайн-функція є математичною моделлю гнучкої ліній-

ки [39]. 

Для побудови кубічного сплайна необхідно задати коефіцієнти, які би 

однозначно визначали поліном в проміжку між двома точками. Коефіцієнти 

визнають з умов, які накладають на функцію S(x): 

- на кожному відрізку [xi-1, xi] сплайн є многочленом третього поряд-

ку: 

  ;dxcxbxaxS iiiii  23
 

 
-  у вузлах xi сплайн S(x) набуває задані значення y = f(xi), i = 0, …, n: 

 

  ;n,i,yxS iii 111    

  .n,i,yxSi 1  

 
Реалізація цих умов необхідна для проходження сплайнів через вузли 

заданої сітки. Вони утворюють 2n рівнянь. У внутрішніх вузлах xi, n,i 1  

сплайн має неперервну першу та другу похідну: 

 
   ,xSxS iiii 1

  
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   .xSxS iiii 1
  

 
В точках спряження сплайнів їх перші та другі похідні повинні бути 

рівними. Для знаходження сплайна потрібно знайти коефіцієнти ai, bi, ci, di 

многочленів   11  n,i,xSi  (4n невідомих, які задовольняють 4n–2 рівнянь). 

Для отримання розв’язку системи необхідно два додаткових рівняння. 

Їх отримують, визначивши значення кривини графіка сплайна на кінцях: 

 
  ,kxS 1i 

0  

  .kxS 2ni   

 
Для побудови сплайна Si(x) на інтервалі [xi-1, xi] визначають 4 коефіці-

єнти. Поліноміальний сплайн третього степеня, що має неперервну першу 

та другу похідні на даному відрізку, записують виразом: 

 

      ,yyhyyxS iiiii1i
 

3

1

32

11 ; 

 

де hi+1 – довжина підінтервалу; ω і   – допоміжні змінні; x – проміжна точ-

ка на відрізку [xi, xi+1]. 

Штучною змінною ω[0,1] виконується нормалізація змінної x на ко-

жному відрізку інтерполювання між двома вузловими точками сітки. Якщо 

x=xi, то 0
1i

ii

h

x-x
; якщо x = xi+1, то 1





1i

i1i

h

x-x
. Таким чином, коли x 

приймає всі значення в інтервалі [xi, xi+1], параметр ω змінюється від 0 до 1, 

а   змінюється від 1 до 0. 

В комп’ютерній графіці широко використовуються криві Без’є, що 

представлені поліномами n-го порядку. Вони не є інтерполюючими, оскіль-

ки крива проходить через першу і останню точки. Решта (n–1) точки вико-

нують роль «гравітаційних центрів», які притягують до себе криву [39; 40]: 

 

  ,PttcB k

kkn
n

k

k

nP...P n0






 1
0
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де n – індекс останньої точки, які беруть участь у побудові, k – біжучий ін-

декс, що пробігає від 0 до n,  – позначення числа комбінацій, t – аргумент 

полінома (змінна), P – це точка з відповідним індексом. 

У класичному варіанті для n = 3 аналітичний вираз кубічної кривої 

Без’є з чотирма контрольними точками P0, P1, P2, P3: 

      .PtPttPttPtB PPPP 10 3

3

2

2

1

2

0

3
13131

32
  

 
Точки P0 та P3 є крайніми точками (вузлами), а точки P1, P2 – проміж-

ні (контрольні), які визначають форму кривої. Проте крива не проходить 

через них. Наступним кроком накладають умову неперервності першої та 

другої похідної вздовж межі сплайна. Це дозволяє отримати два рівняння 

(для кожного сплайна), які використовують для знаходження контрольних 

точок. 

Встановивши аналітично вигляд емпіричної формули, потрібно знайти 

її параметри (коефіцієнти). Значення коефіцієнтів емпіричної формули ви-

значають методом найменших квадратів. 

Приймають, що емпірична формула має вигляд [19; 20; 111]: 

 
 ,a,...,a,a;xFy m21  (1.5) 

 
де а1, а2, …, аm – невідомі коефіцієнти. Треба знайти такі значення коефіці-

єнтів аі (і = 1, 2, …, m), за яких крива (1.5) якомога ближче проходитиме до 

всіх n точок (x1, y1), (x2, y2), …, (xn, yn), знайдених експериментально. Відхи-

лення від підстановки координат (xi, yi) у рівняння (1.5) дорівнюватимуть 

величинам δi =yi– F(xi; а1, а2, …, аm); (i = 1, 2, …, n). 

За методом найменших квадратів найкращі значення коефіцієнтів а1, 

а2, …, аm є ті, для яких сума квадратів відхилень: 
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дослідних даних yi від обчислених за емпіричною формулою найменша. 

Звідси випливає, що величина (1.6), яка є функцією від коефіцієнтів а1, а2, 

…, аm, повинна мати мінімум. 

Необхідна умова мінімуму функції багатьох змінних – її частинні по-

хідні повинні дорівнювати нулю, тобто: 
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Диференцюючи вираз (1.6) по невідомих параметрах а1, а2, …, аm, 

отримують відносно них систему рівнянь: 
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 (1.7) 

 
Система (1.7) називається нормальною. Якщо вона має розв’язок, то 

він єдиний і буде шуканим. 

 

1.3. Характеристика пакувальних матеріалів 

 

Для виготовлення паперово-картонної тари використовують різнома-

нітні матеріали, які можна класифікувати за різними ознаками. Поширеною 

є класифікація, що включає основні такі ознаки, як призначення, походжен-

ня, стан і конфігурація, спосіб і технологія виготовлення [10; 65; 69; 110]. 

Пакувальні матеріали за призначенням поділяються на класи: основні 

(сировина для виробництва паперово-картонної тари і паковання) та допо-

міжні (матеріали для амортизації, закупорювання, інформування тощо). 

За походженням основні та допоміжні пакувальні матеріали ділять на 

три підкласи: природні (папір, картон, метал, довговолокнисті витягнуті ма-

теріали, крохмал, казеїн), синтетичні (полімерні деталі, клеї, лаки, полімер-
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ні волокнисті матеріали), комбіновані (матеріали на основі картону, поліме-

рів, алюмінієвої фольги). 

Основні та допоміжні пакувальні матеріали за станом і конфігурацією 

можна поділити на види: що мають визначену конфігурацію (аркушеві, ру-

лонні, фасонні) та не мають її (порошко- та пастоподібні, рідкі тощо). 

За способом виготовлення картон ділять на три основні групи: одно-

шаровий, багатошаровий, профільно–орієнтований. 

Допоміжні пакувальні матеріали за технологією виготовлення поді-

ляються на типи, які характеризують спосіб їх отримання (пресування, 

штампування, склеювання, зварювання та інше). 

 

1.3.1. Папір 

 

Папір – матеріал у вигляді тонкого листа, що складається головним 

чином з попередньо розмелених рослинних волокон, безладно переплетених 

і пов’язаних між собою силами поверхневого натягу. Папером прийнято 

вважати матеріал, маса квадратного метра якого становить близько 250 г. 

Крім рослинних волокон у паперових матеріалах можуть міститися клейкі 

речовини, мінеральні наповнювачі, хімічні та натуральні волокна, пігменти 

і барвники. Стабільне використання паперу ґрунтується на постійному вдо-

сконаленні його виготовлення, покращенні експлуатаційних і споживчих 

властивостей, розширенні асортименту та використанні його в композиції з 

іншими матеріалами. 

Основні види паперу, що використовуються для виробництва тари 

[10; 18; 98], наведені у табл. 1.1. 

Таблиця 1.1 

Види паперу 
 

Назва паперу 
Спосіб отримання та особливості 

застосування 

1 2 

Антиадгезійний 

Папір, оброблений речовинами, що перешкоджають 

склеюванню. Застосовується для пакування липких продуктів 

та виготовлення прокладок. 
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Продовження табл. 1.1 

1 2 

Антикорозійний 

пакувальний 

Папір з водостійким покриттям, іноді без нього, містить 

інгібітори корозії. Застосовується для захисту металевих 

виробів від корозії. 

Армований 
Двошаровий папір, склеєний бітумом з прокладанням ниток у 

вигляді сітки або тканини з натуральних чи штучних волокон. 

Асептичний 

Папір, що використовується для пакування виробів і 

продуктів з домішками речовин, які перешкоджають розвитку 

мікроорганізмів, у тому числі і плісеневих грибів. 

Бактерицидний 

Папір, призначений для обгортання фруктів, овочів, масла та 

продуктів довготривалого зберігання для запобігання їх 

пліснявінню. 

Водо-

непроникний 

Папір, призначений для пакування різних товарів для захисту 

їх від впливу вологи. 

Високоміцний 

пакувальний 

Дуже міцний клеєний папір, виготовлений з сульфатної 

небіленої целюлози. Застосовується для пакування товарів і 

поштової кореспонденції. 

Жиро-

непроникний 

Папір з підвищеним опором проникненню жировмісних 

речовин. Жиронепроникність досягається шляхом спеціальної 

обробки з утворенням зімкнутої поверхні або за рахунок 

покриття. 

Жиростійкий 

Папір з поверхневим проклеюванням жиростійкими 

адгезивами, призначений для автоматичного пакування 

вершкового масла, маргарину. 

Крафт-папір 

Міцний папір із сульфатної маси. Його можна відбілювати, 

фарбувати або зберігати натуральний колір. Використову-

ється для виготовлення гофрованого картону, мішків і 

пакетів, може бути водовідштовхувальним. 

Металізований 
Папір з покривним шаром розпорошеного металу, що 

наноситься методом вакуумного напилення. 

Обгортковий 

Папір для загортання харчових продуктів, медикаментів, 

промислових виробів, а також для виготовлення пакетів для 

сипкої продукції. Виготовляється з сульфатної біленої 

целюлози масою квадратного метра 25-40 г. 

Парафіновий 

Папір для внутрішнього загортання кондитер-ських виробів, 

що пакуються машинами-автоматами, а також для застилання 

ящиків, коробок, пакування медикаментів, дрібних металевих 

виробів. Виготовляють з паперу-основи для парафінування 

шляхом просочення розплавом парафіну. 

Пергамент 
Папір для пакування жировмісної харчової та іншої продукції. 

Характерний високою жиро- і вологонепроникністю, зберігає 

початкову міцність при зволоженні. 

Підпергамент 

Папір марок П-1, П-2 і П-3 застосовується для механізованого 
пакування різноманітних харчових продуктів з незначним 
вмістом жиру і підвищеною вологістю, марки П – для 
випічки, кондитерських виробів, круп’яних концентратів. 
Виготовляють з сульфітної целюлози масою квадратного 
метра 43-50 г. 
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Закінчення табл. 1.1 

1 2 
Покритий 

полімерною 
плівкою 

Папір із захисним шаром, наприклад поліетилену, що 

наноситься з одного або двох боків. 

Полівінілхлорид 

Папір, покритий з одного боку дисперсією полівінілхлориду. 

Має знижену газо-, паро- і водопроникність. Застосовується 

для пакування харчових продуктів, лікувальних засобів і 

товарів побутової хімії. 

 

Для пакування продовольчих товарів широко використовують металі-

зований папір. Його виготовляють шляхом нанесення шару алюмінію із за-

стосуванням лаку, клею та інших матеріалів. Використанням потрібної то-

вщини алюмінієвого шару забезпечують паперу відповідні властивості, не-

обхідні для фасування та зберігання широкої гами товарів. Для пакування 

жировмісних продуктів (вершкове масло, маргарин) розроблено металізова-

ний папір марки П-50Б-МП, а для кондитерських виробів – П-25Б-МП [23]. 

Для пакування харчових продуктів використовують вологостійкий папір, 

який наділений цінними властивостями [106; 107]. 

 

1.3.2. Матеріали на основі картону 

 

Основним матеріалом для виготовлення тари сьогодні залишається 

картон – аркушевий матеріал, що складається переважно із рослинних воло-

кон, зв’язаних між собою силами поверхневого зчеплення. Для виробництва 

картону, як і паперу, використовується целюлоза, яка виготовляється з де-

ревини хвойних – ялини, сосни, піхти, та листяних порід – тополі, граба, 

берези, бука. У хвойній деревині, як правило, міститься від 46 до 54% це-

люлози, а в листяній – 41–45% [115; 121]. Для виготовлення однієї тонни 

картону витрачають близько 2,2 т деревини. Крім рослинних волокон, у ка-

ртонних матеріалах можуть міститися клейкі речовини, мінеральні напов-

нювачі, хімічні й натуральні волокна, пігменти та барвники. До їх складу 

обов’язково входить каолін – спеціальна глина, яка використовується для 

виготовлення високоякісних сортів картону. 
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Додавання механічної маси збільшує міцність картону і зменшує його 

щільність. Найширшого застосування набуло додавання хіміко–

термомеханічної маси, яка має низький рівень екстрактивних речовин (смол 

та жирів), що є особливо важливим при виготовленні упаковки для харчо-

вих продуктів. Її застосування дозволяє зменшити кількість шарів картону 

без зниження його механічної міцності. Маса містить також велику кіль-

кість відносно довгих волокон, які мають високу здатність до утворення 

міжволоконних зв’язків і зменшують вірогідність розтріскування поверхне-

вого шару картону в процесі його переробки. 

Деревні волокна, які містяться в макулатурі, можуть ефективно вико-

ристовуватися при її повторній переробці. Оскільки при цьому знижуються 

папероутворюючі властивості волокна, виробництво картону з використан-

ням макулатури вимагає надходження «свіжих» волокон з целюлозою дере-

вної маси. 

Макулатуру за показником якості поділяють на групи: А (високої), Б 

(середньої), В (низької якості). 

При виробництві картону хром-ерзац зазвичай використовують маку-

латуру марок МС-1А, МС-2А – для верхнього, МС-6Б, МС-7Б – для ниж-

нього та МС-13В – для середнього шару. 

Картону характерні певні властивості, на яких ґрунтується реалізація 

основної функції паковання – зберігання та захист продукції від впливу зо-

внішнього середовища. Властивості картону поділяються на фізичні, хімічні 

та механічні. До фізичних ознак відносяться маса площі 1 м2 матеріалу, то-

вщина, об’ємна маса, вологість, повітропроникність, білизна, гладкість, шо-

рсткість; до хімічних – рід і ступінь проклеювання, кислотність і лужність, 

зольність; до механічних – міцність на розрив, жорсткість на згин, опір сти-

скуванню, міцність на злам при багаторазових перегинах [106–108]. 

При виборі картону для виготовлення тари і паковання оцінюють його 

параметри: жорсткість, каркасність, бар’єрні властивості, міцність тощо. 

Показники міцності картону важливі для забезпечення надійного зберігання 
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продукції. Стінки паковання повинні володіти опором на згин, стиск та роз-

рив. Для багатошарового матеріалу один з головних параметрів – еластич-

ність зовнішніх шарів для запобігання розриву матеріалу в процесі висікан-

ня розгорток, бігування ліній згину, фальцювання і склеювання. Недостатня 

адгезія між шарами картону під час друкування може проявлятися у вищи-

пуванні покривних шарів, а надмірне його відносне видовження при розтя-

гуванні може стати на заваді ефективній роботі штанцювального, фальцю-

вального і склеювального устаткування. 

Технологічні характеристики пакувальних матеріалів на основі карто-

ну включають такі параметри, як товщина, щільність, склеюваність, термоз-

варюваність, придатність для друку та інші. Важливим показником картону, 

призначеного для пакування харчових продуктів, є нешкідливість для здо-

ров’я людей. Неприпустимі хімічні реакції між запакованою продукцією і 

матеріалом, міграції компонентів картону в продукти, проникність пакува-

льного матеріалу для мікроорганізмів. Картон повинен також відповідати 

вимогам щодо газо- , паро- та аромонепроникності. 

Вибір бар’єрних властивостей матеріалу пов’язаний з терміном збері-

гання продукції, що підлягає пакуванню. Найбільший опір проникненню 

повітря, газів, парів, жиру через пакувальний матеріал забезпечується 

з’єднанням картону з металевою фольгою і полімерними плівками. Стій-

кість картонного матеріалу до впливу продуктів, що містять жири, спирти і 

кислоти, є важливою властивістю при його виборі для виготовлення пако-

вання. Найпоширенішим серед способів надання картону стійкості до впли-

ву жирів, спиртів і кислот виступає обробка його поверхні емульсіями на 

основі воску, акрилових з’єднань, полівініліденхлориду та інших сополіме-

рів. 

Згідно з ГОСТ 7933–89 «Картон для споживчої тари. Загальні технічні 

вимоги» до матеріалів, які використовуються для виготовлення споживчого 

паковання, відноситься картон одно- та багатошарового формування. Зале-

жно від сфери застосування використовують коробковий картон різних ти-

пів (табл. 1.2). У сучасному світі щорічно паковання з різних сортів картону 
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споживається обсягом 24,2 млн т, а на його виготовлення з гофрокартону 

витрачається 180–185 млрд м2 пакувального матеріалу [92]. Для порівняння: 

такою площею гофрокартону можна «застелити» 1/3 площі України (Одесь-

ку, Дніпропетровську, Чернігівську, Харківську, Житомирську та Полтавсь-

ку області, які разом займають площу 187,12 млрд м2). 

Таблиця 1.2 

Основні типи коробкового картону 
 

№ 

з/п 

Назва 

підгрупи 
Характеристика Сфера використання 

1 Хромовий 
Крейдований або некрейдований 

з відбіленої целюлози 

Для споживчої тари з багато-

фарбовим друком 

2 Хром-ерзац 

Крейдований або некрейдований 

з відбіленої або невідбіленої це-

люлози, деревної маси і маку-

латури 

Для споживчої тари з одно- 

і багатофарбовим друком 

3 
Коробко-

вий 

З невідбіленої целюлози, дерев-

ної маси і макулатури 

Для споживчої і групової тари 

без друку 

 

Найпоширенішими засобами пакування з гофрокартону є ящики 

(рис. 1.3 а), з картону – коробки та пачки (рис. 1.3 б,в), з паперу – мішки та 

пакети (рис. 1.3 г), що широко використовуються для пакування різномані-

тної продукції в багатьох сферах виробництва [100; 108; 110]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Важливим кроком у пакуванні молочної продукції стало створення 

картонного пакету з поліетиленовим ламінуванням (Pure Pak) [12]. Картон 

надає пакету потрібної жорсткості, а поліетилен захищає його від дії воло-

Рис. 1.3. Широко використовуваніі паперово-картонні засоби пакування: 
ящик (а); пачка (б); коробка (в); пакет (г) 

а) б) в) г) 
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ги. На картонних пакетах можна розмістити більше інформації. Окрім того, 

вони зручні в транспортних операціях і використанні, але не забезпечують 

надійного захисту продукції після закривання. 

Найбільшого поширення в наш час набули картонні пакети Tetra Brick 

Aseptic, Tetra Top, Tetra Fino i Tetra Rex шведської фірми Tetra Pak. Таке па-

ковання є асептичним: процес пакування включає стерилізацію пакувально-

го матеріалу, фасування стерильного продукту в стерильних зовнішніх умо-

вах та його герметичне закупорювання. Використання таких пакетів забез-

печує термін придатності продукту до 45–90 діб без жодних втрат спожив-

чих властивостей завдяки унікальній структурі пакувального матеріалу. 

Картон 5 (рис. 1.4) забезпечує форму пакета, алюмінієва фольга 3 ней-

тралізує вплив свіла та повітря, а харчовий поліетилен 1 підвищеної якості, 

що безпосередньо контактує з продуктом, не впливає на смак і запах, забез-

печує герметичність паковання. Його перевагами є інформаційна наповне-

ність зовнішньої поверхні, зручність у транспортуванні та складуванні. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Пакети, виготовлені з комбінованого картону, зручні для реалізації у 

груповій упаковці, що актуально для продажу у великих супермаркетах. Та-

кий вид паковання є перспективним для збільшення обсягів реалізації пако-

1 

2 

3 

4 

5 

6 

Рис. 1.4. Структура комбінованого картону в пакеті Tetra Brick Aseptic: 

1, 2, 4, 6  – поліетилен; 3 – фольга; 5 – картон 
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ваної продукції через можливість розширення ринків збуту та за рахунок 

привабливого дизайнерського оформлення. Використання пакетів Tetra Pak 

мінімізує транспортні та складські витрати, розширює ринки збуту та під-

вищує якість пакованої продукції. 

Для виготовлення транспортної тари застосовують профільно-

орієнтований (гофрований) картон, ознакою якого є наявність гофрованого 

шару. До переваг гофрокартону відносять: високу міцність на стиск, стій-

кість до впливу ударних і вібраційних навантажень, можливість комбіну-

вання з іншими матеріалами, допустимість штабелювання гофротари, стій-

кість до впливу вологи і жиру [115]. 

Гофрокартон отримують шляхом склеювання одного чи декількох ша-

рів гофрованого паперу (флютинга) з одним або більше шарами плоского 

картону (лайнера). 

За кількістю шарів гофрований картон поділяють на певні типи 

(рис. 1.5): 

▪ Д – двошаровий (складається з плоского і гофрованого шарів); 

▪ Т – тришаровий (містить два плоскі та один гофрований шари); 

▪ П – п’ятишаровий (складається з трьох плоских і двох гофрованих ша-

рів). 

 

 

 

 

 

 

За геометричними параметрами гофрів розрізняють картон типу А, В, 

С, Е (табл. 1.3). 

Картон з типом гофра А володіє високою амортизаційною міцністю, 

його основна функціональна перевага – здатність протидіяти динамічним 

навантаженням. Матеріал з типом гофра В спроможний витримувати зусил-

ля на зминання за рахунок більшого числа хвиль флютинга на одиницю до-

Рис. 1.5. Типи гофрованого картону: 
а – двошаровий; б – тришаровий; в – п’ятишаровий 

t 

h 

а) б) в) 
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вжини. Картон з типом гофра С володіє усіма перевагами, характерними для 

двох попередніх типів. Картонна тара, виготовлена з картону з типом гофра 

Е, призначена для пакування невеликих товарів, що потребують додатково-

го захисту від зминання. 

Таблиця 1.3 

Геометричні параметри гофрошару 
 

№ 

з/п 
Тип 

Назва гофрованого 

шару 

Висота 
гофри, h 

мм 

Крок 
гофри, t 

мм 

1 А крупний  4,5–5,5 8,0–9,5 

2 В дрібний 2,2–3,2 4,5–6,4 

3 С середній 3,2–4,5 6,5–8,0 

4 Е мікро 1,1–1,6 3,2–3,6 

 

Основними тенденціями в найближчій перспективі розвитку пакован-

ня з паперу, картону і гофрокартону в Україні будуть такі [51; 52]: 

- створення нових, економічно ефективних видів паковання з опти-

мальними розмірами та нової конструкції, виготовленого на високопродук-

тивному обладнанні з мінімальною кількістю відходів; 

- збільшення частки паковання з високоякісного картону з високими 

споживчими властивостями; 

- орієнтування на конкретного виробника продукції з підвищеною ін-

формативністю привабливим зовнішнім виглядом; 

- виготовлення безпечного паковання, яке легко утилізується. 

 
1.3.3. Гнучкі пакувальні матеріали 

 
З точки зору розвитку сучасного паковання найбільш ефективним ви-

глядає м’яке паковання з гнучких пакувальних матеріалів (ГПМ), оскільки 

воно зручне, інформативне, безпечне, екологічне та економне [113]. Пако-

вання з ГПМ лідирує серед інших видів засобів пакування. В економічно 

розвинених країнах пакують в паковання з різноманітних плівок та ламіна-

тів більше 50% усіх споживчих товарів. 

Паковання з ГПМ постійно удосконалюється, а використання гнучких 

матеріалів уможливило створення нових пакувальних систем, у т.ч. пако-
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вання з модифікованою газовою атмосферою (MAP), контрольованою газо-

вою атмосферою (САР), саморегульованою газовою атмосферою (AGAP), 

реторт-паковання з внутрішнім стерилізованим середовищем (RTR). 

До гнучких пакувальних матеріалів відносять полімерні плівки, папір, 

алюмінієву фольгу, тканини, комбіновані матеріали, що складаються з ша-

рів різноманітних матеріалів. За товщиною і граматурою більша частина 

аркушевих та рулонних матеріалів умовно поділяють на гнучкі (ГПМ) та 

жорсткі (ЖПМ) (рис. 1.6). 

Найчисленнішу групу ГПМ представляють полімерні плівки (одно- і 

багатошарові, співекструзійні та ламіновані). Їхня товщина не перевищує 

250 мкм. Полімерні плівки виготовляють з природних, модифікованих при-

родних і синтетичних полімерів. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Природні модифіковані плівки виготовляють, використовуючи етил-

целюлозу, модифіковані натуральні каучуки, прості та складні ефіри целю-

лози. Основну групу складають полімерні одно- та багатошарові плівки на 

основі термопластичних полімерів (поліетилену, поліпропилену, полістиро-

лу, поліетилентерофталату, полівінілхлориду та ін.). Для продукування ба-

Полімерні плівки 

(одно-, багатошарові) 

Менше 

250 мкм 

Більше 

250 мкм 

Папір 
Картон 

0,3 мм; 
250 г/м2 

0,3 мм; 
250 г/м2 

Алюмінієва 
фольга 

250 мкм 
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135 г/м2 
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135 г/м2 

Комбіновані 
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Рис. 1.6. Поділ пакувальних матеріалів на гнучкі та жорсткі 
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гатошарових полімерних плівок використовують технології співекструду-

вання, ламінівання, поливу. 

Виконання пакетів з полімерних плівок (типу «дой-пак») може бути 

різним (рис. 1.7). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

У споживачів широку популярність завоювали пакети із зіп-застібкою 

та з різьбовою горловиною і ковпачком через можливість багаторазового 

порційного використання. 

 

1.4. Аналіз наукових досліджень в напрямку розроблення технології 

та засобів різнопрофільного розділення паперово-картонних матеріалів 

 

Найбільш відповідальну операцію у технологічному ланцюжку 

виготовлення елементів розгорток у праці [101] запропоновано виготовляти 

прямолінійні клапани методом ножичного різання інструментами, що 

розташовані на валу вирізувального пристрою. Послідовність процесу 

вирізування забезпечується кутовим зміщенням рухомих інструментів, 

різальні крайки яких взаємодіють з різальними крайками нерухомих 

протиножів. Як стверджує автор дослідження, основними геометричними 

а) б) в) г) д) 

Рис. 1.7. Виконання пакетів типу «дой-пак»: 
стандартний стоячий (а), із зіп-застібкою (б), із зіп-застібкою та 

отвором для підвішування (в), з ручкою для перенесення (г), з різьбовою 
горловиною та ковпачком (д) 
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параметрами інструмента, які впливають на зусилля різання, є кут 

загострення різальної крайки, кут врізання леза ножа в картон та кут 

різання (трансформований кут загострення ножа). 

Для прорізування клапанів у заготовці КЗ (рис. 1.8) передбачено ру-

хомий ніж 1 та нерухомий протиніж 2. Рухомий інструмент закріплений на 

валу 3, що обертається, а нерухомий закріплено на корпусі пристрою. Важ-

ливими умовами забезпечення ефективного енергоощадного різання матері-

алу ножичним методом є послідовне поелементне різання при обмеженому 

контакті різальних крайок інструментів з матеріалом та їх припасування для 

отримання якісної площини зрізу. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Проте, розроблене ножичне різання не передбачає розділення напів-

фабрикатів за криволінійною складною формою. 

У наукових дослідженнях [74; 77] розроблено енергоощадну техноло-

гію виготовлення розгорток картонного паковання, методи та засоби її реа-

лізації на основі теоретичних та експериментальних досліджень процесів 

різнопрофільного ножичного різання пакувальних матеріалів. Обґрунтовано 

переваги способу розділення матеріалу за принципом ножиць, розроблено 

ефективні технічні рішення засобів його реалізації. 

Доведено важливість профілювання різальних крайок інструментів 

для мінімізації навантажень і стабілізації процесу різання засобами прорізу-

1 

3 

2 КЗ 

Рис. 1.8. Схема інструментів для ножичного різання 

картонної заготовки 
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вання картону. Обґрунтована та підтверджена доцільність застосування для 

усіх засобів різання принципу щільного контакту різальних крайок інстру-

ментів, що спрощує процедуру їх налагодження, забезпечує належну якість 

виготовлення паковання. 

Автор дослідження розробив альтернативні засоби [36–38] для вирізу-

вання криволінійних увігнутих (рис. 1.9 а) і опуклих (рис. 1.9 б) контурів у 

картонних напівфабрикатах, що укомплектовані пластинковими нерухоми-

ми 1 та рухомими 2 інструментами. Вони можуть бути як нахиленими до осі 

обертання під кутом α, так і розташованими відносно неї зі зміщенням різа-

льних площин для послідовного ножичного різання матеріалу. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Передумовою збереження фіксованого положення заготовки на про-

тиножах упродовж врізання ножів в матеріал є забезпечення переважання 

сили тертя в парі картон – інструмент над горизонтальною складовою зу-

силля різання. В цьому плані важливу роль відіграє коефіцієнт тертя матері-

алу заготовки по ножах, вплив якого на процедуру налагоджування засобів 

досліджено аналітично та експериментальним шляхом. Таким чином, важ-

ливим конструктивним параметром рухомого інструмента є початковий кут 

врізання його крайки в картон. Вибір раціонального кута обумовлює різання 

без зміщення матеріалу з поверхні протиножів з мінімальним силовим нава-

нтаженням. 

α 

2 

1 а 

2 

1 
α 
 

б) 

Рис. 1.9. Схеми засобів виготовлення криволінійних увігнутого (а) 
та опуклого (б) контурів у виробах з картону 

а) 
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Аналітичними дослідженнями процесу вирізування криволінійних 

опуклих контурів у картонних заготовках інструментами, що розташовані 

під кутом до осі обертання, виявлено, що привідний вал навантажений мо-

ментами від зусилля різання, які характеризуються піковими значеннями на 

початку та прикінці вирізування картону [75]. Для мінімізації впливу такого 

навантаження у приводі рухомий інструмент запропоновано розташовувати 

на валу без кутового зміщення відносно його осі, а ножичне різання забез-

печувати шляхом зміщення площини різальної крайки відносно осі обер-

тання вала. Автор дослідження розробив оригінальну конструкцію проти-

ножа, яка передбачає вибирання зазору в контакті лез та створення пружно-

го натягу для якісного вирізування профілів розгорток. 

 

1.5. Аналіз наукових досліджень в напрямку проектування 

тари раціональної форми з різних пакувальних матеріалів 

 

Наукове дослідження [97] присвячено оптимізації геометричних спів-

відношень паковань різних форм. У загальному випадку площа розгортки 

упаковки призматичної форми буде складатися із площі двох основ і n-ої 

кількості бокових граней. 

Оптимальне співвідношення геометричних параметрів в даній задачі 

визначено за допомогою функції Лагранжа з додатковим множником : 

 

F = 0,5·a2·n/ tg(/2) + n·a·h – · (0,25·a2·n·h/ tg(/2) – V), (1.8) 
 
де a – сторона основи, n – кількість бокових граней призми,  – централь-

ний кут у багатокутнику основи, h – висота призми, V – її об’єм. 

Шляхом розв’язання системи рівнянь, що складається з частинних по-

хідних по кожному з невідомих параметрів, прирівняних до нуля, авторами 

отримано оптимальне співвідношення сторони і висоти правильної призми. 

Чисельний метод оптимізації поверхні розгорток піраміди (за заданим 

об’ємом) автори праці побудували на відомій залежності для визначення 

об’єму піраміди: 
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
  (1.9) 

де So – площа основи, hп – висота піраміди. 

Як стверджують автори наукової праці, найпростіші криволінійні па-

ковання можуть бути побудованими на основі циліндричних і конічних 

форм. При цьому кожна із форм може мати додаткові поверхні, утворені 

перерізами площинами в різних напрямках. 

Дана наукова праця присвячена розробленню методики, алгоритму та 

відповідного програмного забезпечення з автоматизованого проектування 

розгорток картонного паковання, оптимізації розкроювання форматних ар-

кушів картону. Проте, виконані дослідження з оптимізації картонних пако-

вань не враховують конструктивних особливостей технологічних закривних 

клапанів, їх площі та розміри. Включення цих параметрів в аналітичні мо-

делі дозволить отримати раціональні геометричні розміри картонного пако-

вання для економного витрачання пакувального матеріалу. 

При проектуванні тари необхідно проводити оптимізаційні розрахун-

ки з матеріаломіскості, вибору геометричної форми, товщини засобу паку-

вання та інше. Конструктори тари повинні враховувати, що вона повинна 

бути досить простою, дешевою, довговічною та надійною. Важливим 

етапом процесу автоматизованого проектування паковання є нанесення сіт-

кової області на об’єкт дослідження. Автори праці [116] розробили методи-

ку побудови просторової сіткової області на основі використання гладких 

неперервних ізотерм. Загальне рівняння в частинних похідних, що викорис-

товується для побудови сіток, є рівняння Пуассона, записане у вигляді сис-

теми: 
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де P, Q, T – відомі функції для контролю згущення внутрішніх точок сітки. 

Така система розв’язується в косокутній неортогональній системі ко-

ординат, що дозволяє розглядати довільну геометрію досліджуваної конс-

трукції. 

Розроблений авторами алгоритм дає можливість вказувати різні відс-

тані для dx, dy i dz як зі згущеннм, так і розрідженням сітки в локальних об-

ластях. 

У працях [78; 83] автори наголошують, що при проектуванні картон-

ної тари для ефективного використання пакувальних матеріалів необхідно 

враховувати економічний фактор, оскільки економнішими є паковання з 

найменшою витратою картону. 

Для пошуку оптимальних співвідношень розмірів чотириклапанної 

пачки (рис. 1.10 а) внутрішній об’єм виражено залежністю: 

 

,zyxVп   

 
де x, y і z – відповідно ширина, довжина і висота пачки. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

За результатами дослідження встановлено, що 
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Рис. 1.10. Схеми розгорток стандартних пачок: 
чотириклапанної (а); триклапанної (б) 
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на основі яких встановлено раціональні співвідношення габаритних параме-

трів чотириклапанних пачок: l(y) : b(x) : h(z) = 2 : 1 : 4. 

Автор даної праці отримав залежності для розрахунку раціональних 

геометричних параметрів картонної триклапанної пачки (рис. 1.10 б) з ура-

хуванням її внутрішнього об’єму та встановив оптимальні співвідношення: 

l(y) : b(x) : h(z) = 2,8 : 1 : 2,8. 

Проте, у триклапанних пачках, призначених для промислового вико-

ристання, бокові закривні клапани дна та покривки є скошеними та дещо 

меншими за розмір ширини b пачки. Як результат – площа витраченого па-

кувального матеріалу на виготовлення таких розгорток є дещо меншою, ніж 

прийнято у розрахунках. Тому, для реальної економії картону необхідно об-

ґрунтувати раціональні співвідношення геометричних параметрів такого 

засобу пакування з урахуванням широко використовувуної його конструк-

ції. 

У праці [115] автор встановив оптимальні габаритні розміри деяких 

типів прямокутного паковання з гофрокартону. Проте, вони стосуються 

транспортного паковання і не передбачають врахування матеріалу на виго-

товлення бігувальних елементів. 

У науковій праці [14] автори констатують, що понад 70% м’якого па-

ковання з полімерного пакувального матеріалу виготовляють способом без-

перервного згортання плівки в рукав. Тому оптимізація параметрів такого 

паковання є актуальною науково-практичною задачею. Сьогодні за євро-

пейськими стандартами продукують понад два десятки видів пакетів. Як 

стверджують автори, базовою конструкцією є пакет-подушечка (вертикаль-

ного типу з плоским дном). 

Для розрахунку раціональних геометричних параметрів м’якого пако-

вання виражено у загальній формі площу гнучкого матеріалу, знайдено час-

тинні похідні по двох параметрах та за допомогою програми MathCAD ви-

значено геометричні параметри розгортки. 
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Проте, дане дослідження направлене на вирішення завдання з пошуку 

раціональних параметрів тільки м’якого паковання з плоским дном. Розроб-

лення методики раціонального використання м’яких пакувальних для паке-

тів типу «дой-пак», що широко використовуються у торгівельній мережі, 

вимагає нових наукових підходів, застосування математичних методів, що 

описують складну конфігурацію корпусу та зовнішніх кишень. 

Таким чином, для інженерного проектування інструментів з криволі-

нійними різальними крайками важливим є пошук аналітичних функцій, що 

описують форму криволінійного контуру ексклюзивних поліграфічних ви-

дань. Використання нових технологічних інструментів з криволінійними 

різальними крайками забезпечує впровадження енергоощадного виробницт-

ва нової поліграфічної та пакувальної продукції. Окрім того, для реалізації 

матеріалоощадного виробництва засобів пакування широкого діапазону з 

різноманітних пакувальних матеріалів актуальним є створення на основі 

математичних моделей методик пошуку їх раціональних конструкцій. 

 

Висновоки до розділу 1 

 

1. Обґрунтовано потребу в розгортанні наукових досліджень з розроблення 

ефективних технічних засобів для продукування малооб’ємних поліграфіч-

них видань (дитячої літератури), засобів пакування з криволінійними зов-

нішніми формами, оскільки на зовнішньому та внутрішньому ринках відсу-

тнє спеціалізоване обладнання, а традиційне виготовлення різальних засобів 

є трудомістким. 

2. Встановлено, що для створення інструментів з криволінійною різальною 

крайкою в першу чергу важливо отримати аналітичні функції, що достатньо 

точно описують форму майбутніх виробів (дизайнерські макети дитячого 

видання), шляхом апроксимування вихідних даних. Виконано аналіз мето-

дів апроксимації функцій. 
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3. Проаналізовано особливості використання пакувальних матеріалів для 

виготовлення паковань з паперу, картону, гофрокартону, полімерних плі-

вок. Виявлено їх широкий діапазон та охарактеризовано конструкцію пако-

вань. 

4. Виконано аналіз наукових досліджень в напрямку розроблення технології 

та засобів різнопрофільного розділення паперово-картонних матеріалів. 

Встановлено, що вони, в основному, стосуються виготовлення розгорток 

паковань складної конфігурації по периметру. 

5. Проаналізовано наукові дослідження в напрямку проектування тари раці-

ональної форми з різних пакувальних матеріалів. Виявлено, що досліджено 

раціональні співвідношення геометричних розмірів три- та чотириклапан-

них пачок з картону, ящиків з гофрокартону та м’якого паковання вертика-

льного типу з плоским дном. 

6. Обґрунтовано необхідність вирішення задачі з пошуку аналітичних фун-

кцій, що описують форму криволінійних контурів ексклюзивних поліграфі-

чних видань та потребу створення на основі математичних моделей методик 

пошуку раціональної конструкції широкого діапазону паковань з різних па-

кувальних матеріалів для реалізації матеріалоощадного виробництва засобів 

пакування. 
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РОЗДІЛ 2  

АНАЛІТИЧНЕ ОБҐРУНТУВАННЯ СТВОРЕННЯ ТЕХНОЛОГІЧНИХ 

ІНСТРУМЕНТІВ З КРИВОЛІНІЙНИМИ РІЗАЛЬНИМИ КРАЙКАМИ ТА 

ПРИСТРОЇВ ДЛЯ ОБРОБКИ РІЗАННЯМ МАЛООБ’ЄМНОЇ 

ПОЛІГРАФІЧНОЇ ПРОДУКЦІЇ ЗА ЕНЕРГООЩАДНОЮ  

ТЕХНОЛОГІЄЮ 

 

Для задоволення потреб ринку в поліграфічній малооб’ємній продукції 

(дитячі книжки) сьогодні уже не достатньо насичувати його великими обся-

гами, а важливо реалізовувати оперативну зміну виробництва такої продукції 

малими обсягами з дизайнерським пошуком нових форм виробів. Одним із 

прогнозованих варіантів успішного вирішення такої задачі є впровадження 

технології енергоощадного ножичного розділення поліграфічного матеріалу 

пласкими інструментами з криволінійними різальними крайками [38]. Оскі-

льки форма видань постійно змінюється та не повторюється, важливою зада-

чею є розроблення засад від етапу створення та художнього оформлення ви-

дання до делегування їх виробництву для ефективного виготовлення техно-

логічних інструментів. 

 

2.1. Форми криволінійних контурів у малооб’ємній поліграфічній продукції, 

технологічні етапи отримання аналітичних функцій 

 

Прикладом нового підходу до організації сучасного виробництва поліг-

рафічної продукції є поява малооб’ємних видань, передусім дитячої літератури, 

з криволінійними зовнішніми формами. Конфігурація видань стала залежати 

від характеру оформлення обкладинок, що змушує виробників підлаштовувати-

ся під їх художній зміст і змінювати прямолінійні контури продукції на криво-

лінійні (рис. 2.1). Як правило, дитячу літературу продукують як однозошитне 

видання, зшите дротяними скобами внакидку. 

Найчастіше у дитячій літературі змінюють головочну частину з прямолі-

нійного контуру на криволінійні, що можуть бути як складними 



 66 

(рис. 2.1  а, б, г), так і відносно простими (рис. 2.1 в). Окрім того, складна кон-

фігурація контуру видання містить з’єднані між собою випуклі та увігнуті 

елементи. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Складну конфігурацію контуру поліграфічного видання можна описа-

ти кривими. Так криві 1, 2, 3 та 4, зображені на рис. 2.2, відтворюють кон-

тури головочної частини дитячих книжок, подані на рис. 2.1 а, б, в, г. 

Виробництво нової за формою продукції вимагає оперативної підгото-

вки післядрукарських технічних засобів для їх тиражування, пов’язаної з 

виготовленням складних за конструкцією інструментів з криволінійними 

різальними крайками, конфігурація яких повинна достатньо точно повторю-

вати форму виробів. Оскільки її пропонують дизайнери, то актуальною є 

задача розроблення ефективного методу виготовлення різноманітних за фо-

Рис. 2.1. Конфігурація головочної частини друкованих видань 
для дітей: складна (а, б, г); проста (в) 

г) 

а) 

б) 

в) 
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рмою засобів різання поліграфічної продукції. Такі інструменти доцільно 

профілювати на металорізальному обладнанні з числовим програмним ке-

руванням (ЧПК). Для створення програм керування такими верстатами в 

першу чергу важливо отримати аналітичні функції, що достатньо точно 

описують форму майбутніх виробів (дизайнерські макети). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Запропоновано поставлену задачу вирішувати декількома етапами. 

Протягом першого криволінійний профіль дизайнерського рішення (макет) 

оцифровують за допомогою сканера чи цифрової камери. Отримане зобра-

ження має растрову структуру з характерними недоліками, які ліквідовують 

за допомогою програми обробки растрових зображень Photoshop. Проте, в 

растровому зображенні, яке цілком складається з окремих точок, відсутні 

координати точок криволінійного профілю. Для подальшого аналізу растро-

ве зображення перетворюють за допомогою програми Streamline (LiveTrace 

– сучасна версія) у векторне, в якому криволінійний профіль визначається 

на основі відрізків з відповідними координатами вузлових точок. Далі век-

торне зображення кривої, завантажене у систему AutoCAD, за допомогою 

спеціальної програми приводять до розмірів оригіналу та прив’язують до 

системи координат. Наступним кроком в автоматичному режимі визначають 

1 

2 
3 

4 

y 

x 

Рис. 2.2. Графіки функцій, що описують конфігурацію головочної частини 
друкованих малооб’ємних видань 
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координати контрольних точок кривої, отриманих на етапі перетворення 

растрового зображення у векторне. 

Другим етапом передбачено створення робочих програм для керуван-

ня металорізальним обладнанням на основі введення координат вузлових і 

достатньої кількості проміжних точок, які розташовані між ними. 

 

2.2. Обгрунтування технологічно-технічної складової 

обробки поліграфічних напівфабрикатів різанням 

 

Обробка малооб’ємної поліграфічної продукції ножичним різанням 

може бути реалізована комплектом інструментів, до якого входять нерухо-

мий та рухомий ніж (рис. 2.3). Рухомий інструмент може переміщатися 

прямолінійно (рис. 2.3 а, б), виконувати обертовий (рис. 2.3 в) чи хитний 

(рис. 2.3 г) рухи. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.3. Схема взаємодії пластинкових інструментів з криволінійними 
різальними крайками при обробці різанням малооб’ємної поліграфічної продукції  

нерухомим (1) та рухомим (2) ножами 

а) 

2 

1 

2 

1 

2 
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α 

б) 
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Окрім того, паралельне розміщення інструментів забезпечує обробку 

продукції одночасно уздовж криволінійного контуру (рис. 2.3 а), а зміщення 

рухомого 2 відносно нерухомого 1 на кут α забезпечує послідовне різання 

напівфабрикату обмеженим контактом лез з поліграфічним матеріалом. 

Для якісного виготовлення пластинкових інструментів з криволіній-

ними різальними крайками запропоновано спосіб виготовлення складних 

профілів різальних лез інструментів і пристрій для установки заготовок на 

столі фрезерного верстата [29; 99]. 

Схема пристрою для установки заготовок для виготовлення складних 

профілів різальних лез інструментів зображена на рис 2.4. 
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Рис. 2.4. Принципова схема пристрою для установки заготовок на столі 
фрезерного верстата для виготовлення складних профілів різальних лез 

інструментів: горизонтальна (а) та вертикальна (б) проекції 
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Пристрій для установки заготовок складається зі стола 1; лівої 2 та правої 

3 призм; тонкої металевої пластини 4; притискних планок 5, 6; гвинтів 7, 8. Він 

працює таким чином. Тонку металеву пластину 4 встановлюють в пази різнови-

соких лівої 2 та правої 3 призм під кутом β до стола 1. За допомогою гвинтів 7, 

8 і притискних планок 5, 6 на них фіксують тонку металеву пластину 4. Меха-

нічну обробку складних профілів А1 і А2 різальних лез інструментів проводять 

шляхом фрезерування пластини 4 кінцевою фрезою Ф. Після завершення фре-

зерування отримують два інструменти 4а та 4б (рис. 2.5), які мають загострені 

леза під кутом β стосовно площини поліграфічного напівфабриката ПН. Вікно 

програми Solid Works створення анімації для відображення процесу виготов-

лення інструментів наведено у Додатку Ж. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Інструменти, виготовлені за один прохід кінцевої фрези в тонкій 

металевій пластині, рекомендовано для обробки паперових заготовок рі-

занням за схемою, зображеною на рис. 2.6 а. 
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Рис. 2.5. Схема взаємодії загострених пластинкових інструментів 
з поліграфічним напівфабрикатом 
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Рис. 2.6. Варіанти встановлення заготовок на столі фрезерного верстата 
для механічної обробки складних профілів різальних лез інструментів 
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У цьому випадку в пристрої для установки на столі фрезерного вер-

стата заготовку стороною А розміщують під кутом β за умови, що сторона 

В паралельна столу. 

Зміщення рухомого інструмента відносно нерухомого на кут α, що за-

безпечує послідовне різання напівфабрикату обмеженим контактом лез з 

поліграфічним матеріалом, вимагає його виготовлення за умови закріплення 

металевої пластини стороною А під кутом β, а стороною В – під кутом α 

(рис. 2.6 б). 

 

2.3. Дослідження параметрів процесу виготовлення у паперово-картонних 

виробах криволінійних контурів, описаних математичними функціями 

 

Основною відмінністю нової технології від використовуваного у ви-

робництві традиційного методу ножового розділення поліграфічних та па-

кувальних матеріалів, що передбачає одночасну дію інструмента на напів-

фабрикат вздовж усієї ліній розділення, є послідовне різання обмеженою 

лінією контакту різальних інструментів з матеріалом [4]. Рухомі інструмен-

ти можуть виконувати як обертовий, так і хитальний рух. 

Пристрій, що призначений для реалізації ножичного вирізування заго-

товок обертовим інструментом, укомплектований нерухомим інструментом 

у вигляді плоскої пластини 1 (рис. 2.7) з криволінійною різальною крайкою. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 2.7. Схема пристрою для вирізування криволінійних контурів 

у паперово-картонних заготовках обертовим інструментом 
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Її форма на площині фіксування заготовки ПЗ описана функцією y = f(x). 

Окрім того, пристрій укомплектований пластинковим рухомим інструмен-

том 2 з аналогічною різальною крайкою, що закріплений на валу 3 під де-

яким кутом до осі його обертання [38; 85; 88]. В процесі обертання вала рі-

зальна крайка рухомого інструмента послідовно контактує з крайкою неру-

хомого, чим забезпечується ножичне вирізування матеріалу. 

Конструктивно рухомий інструмент 2 (рис. 2.8) з криволінійною різа-

льною крайкою розміщений в пазах ножетримачів 3,4 під кутом α до осі ва-

ла 5 та знаходиться під дією пружин стиску 6,7, встановлених в пазах ноже-

тримачів. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Інструмент забезпечує процес різання паперово-картонної продукції 

таким чином. У вихідному положенні рухомий ніж 2 розташований за ме-

жами горизонтальної площини пластини 1 з криволінійною різальною край-

кою, на якій встановлюють паперово-картонну заготовку ПКЗ. Після надан-

ня руху валу 5 проти годинникової стрілки виступ 9 рухомого ножа 2 вхо-

дить у контакт з профілем нерухомої криволінійної напрямної 8, що приз-

водить до деформації стиску пружини 6 (на рис. не показано) внаслідок 

зміщення ножа 2 в пазу ножетримача 3. У положенні початку контакту різа-
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Рис. 2.8. Схема пристрою для ножичного вирізування зовнішніх 
криволінійних контурів у поліграфічній та пакувальній продукції 
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льної крайки рухомого ножа 2 з різальною крайкою нерухомої пластини 1 

профіль криволінійної напрямної 8 обривається, виступ 9 рухомого ножа 2 

звільняється від радіального обмеження, наслідком чого створюється зами-

кання різальних крайок інструменту пружним контактом дією пружини сти-

ску 6. У процесі обертання вала 5 пружний контакт різальних крайок ін-

струменту зміщується вздовж криволінійного профілю нерухомої пластини 

1 внаслідок встановлення рухомого ножа 2 в ножетримачах 3,4 під кутом α 

до осі вала 5 і деформації пружини 7. Виготовлення криволінійної конфігу-

рації паперово-картонного виробу завершується після виходу з контакту рі-

зальних крайок рухомого ножа 2 і нерухомої пластини 1. Вікно програми 

Solid Works створення анімації для відображення процесу вирізування криволі-

нійного контуру наведено у Додатку Ж. 

Реалізація процесу виготовлення широкого асортименту паперово-

картонної продукції з криволінійними зовнішніми контурами передбачена 

використанням пристрою з хитальним рухом інструменту [70]. Він склада-

ється зі станини 1 (рис. 2.9); протиножа 2 з криволінійною різальною край-

кою А1, зафіксованого за межами робочої зони ножа з одного боку на вер-

тикальній осі О1, а з протилежного боку у горизонтальній площині до нього 

жорстко прикріплена п’ята 3, що контактує з обмежувачем ходу 4; пружини 

стиску 5. 

Рухомий ніж 6 з криволінійною різальною крайкою А2 жорстко приє-

днаний до куліси 7, яка встановлена за межами робочої зони ножа на гори-

зонтальній осі хитання О2 та укомплектована каменем 8. Для приводу кулі-

си використано кривошип 9, шарнірно з’єднаний з каменем 8. 

У вихідному положенні куліса 7 з рухомим ножем 6 розташовані у 

верхньому положенні. Паперово-картонну заготовку ПКЗ подають на про-

тиніж 2, вирівнюють до упорів та фіксують засобом притиску (на рис. не 

показано). Рух кривошипа 9 проти годинникової стрілки зміщує камінь 8 по 

кулісі 7 справа наліво, що спричинює поворот рухомого ножа 6 відносно осі 

О2 проти годинникової стрілки і врізання різального леза А в паперово-

картонну заготовку ПКЗ. Різання заготовки відбувається ножичним спосо-
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бом послідовно справа наліво внаслідок пружного контакту різальних лез, 

який забезпечує протиножу 2 пружина стиску 5 його кутовим зміщенням 

відносно вертикальній осі О1. При цьому обмежувач 4 контролює крайнє 

зміщене положення протиножа 2. Різання паперово-картонної заготовки 

ПКЗ завершується в нижньому вертикальному положенні кривошипа 9. По-

дальший його поворот проти годинникової стрілки забезпечує рухомому 

ножу 6 через камінь 8 і кулісу 7 повернення у вихідне положення. Вікно 

програми Solid Works створення анімації для відображення процесу вирізуван-

ня криволінійного контуру наведено у Додатку Ж. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Окрім того, у дослідженнях запропоновано пристрій [71] для розрізу-

вання стрічки на аркуші з профільованими контурами. 
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Рис.2.9. Схема пристрою для ножичного вирізування зовнішніх криволінійних 
контурів у малооб’ємній поліграфічній продукції 



 75 

Для розроблення технологічних і технічних рішень, необхідних для 

забезпечення успішної реалізації процесу виготовлення виробів з криволі-

нійними контурами, важливим є дослідження його параметрів: довжини ви-

готовленої криволінійної ділянки виробу технологічними інструментами, 

яка залежить від розмірів та форми контуру елементів в паперово-

картонних виробах, швидкості переміщення точки контакту різальних кра-

йок для загальної та поточної оцінки силового навантаження засобу різання. 

Відомо [8; 16; 22; 34; 111], що довжину кривої функції y на проміжку 

[x0, x1] визначають інтегруванням виразу: 

  
1

0

2
1

x

x

.dxyl  (2.1) 

 
Отриманий параметр є важливим для розрахунку механічної роботи, 

яка витрачається на розділення матеріалу технологічними інструментами, та 

енерговитрат, необхідних для обґрунтування потужності приводу. За умови 

обрізування брошур інструментами з криволінійними крайками ножичним 

методом зміна значення ординати точки контакту різальних крайок рухомо-

го і нерухомого інструментів відбувається послідовно в часі, яку можна 

представити залежністю: 

,baty   (2.2) 

 
де t – час прорізування криволінійного контуру у виробі; a, b – коефіцієнти, 

які визначають тривалість процесу різання і його початкові умови. 

Залежність функції від часу виразимо, виходячи з таких міркувань: 

 

    ,tfyfx   11
 

 
     .tffxf  1

 

 
Враховуючи нові границі інтегрування: 

 

  ;tfx 01
0     ,tfx -1

01   

отримуємо: 
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        .tfdtf'fl

t

  
0

0

1211  (2.3) 

 

Як приклад, розглянемо функцію 2xy  . Для неї [73]: 
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де  
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Після знаходження A1 вираз (2.4) набуває вигляду: 
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У процесі різання заготовки протягом часу t уздовж криволінійного 

контуру, описаного степеневою функцією 2xy  , переміщення точки кон-

такту різальних крайок інструментів: 
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де .41 atz   

Результатом пошуку є вираз: 

 

  .241ln412
4

1
)( atatatattl   (2.6) 

 
Для оцінки функціональності процесу різання криволінійного контуру 

диференціюємо вираз (2.6): 
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За результатами дослідження отримані математичні вирази для інших 
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функцій. Для розрахунків прийнято відносні значення: часу 0 ≤ t ≤ 1,0; кое-

фіцієнтів а = 1,0, b = 0; радіуса дуги R = 2,0. Отримані значення відносних 

параметрів: переміщення, швидкості точки контакту різальних крайок ін-

струментів та миттєвої потужності, що тратиться на вирізуванні в матеріалі 

криволінійних ділянок, описаних математичними функціями, графічно зо-

бражено на рис. 2.10 та подано у таблиці 2.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Миттєву потужність, що тратиться на вирізування в матеріалі криволіній-

них ділянок, отримано за допомогою виразу [68]: 

 

,cosVFN рм   (2.8) 

 

де Fp – сила різання матеріалу, V – швидкість переміщення контакту різальних 

крайок інструментів, γ – кут між напрямками швидкості та дії сили. 

За результатами розрахунків встановлено, що за варіантом зменшення 

відносної довжини лінії різання криві розташувалися у такому порядку: 

xsiny   (l(t) = 2,16); 222 Ryx   (l(t) = 2,09); xlny   (l(t) = 2,01); 2xy   

(l(t )= 1,48). Дослідження відносної швидкості контакту різальних крайок 

Рис. 2.10. Графіки залежності відносних параметрів: переміщення (а), 
швидкості контакту різальних крайок інструментів та миттєвої 

потужності (б), що тратиться на вирізування в матеріалі криволінійних 
ділянок, описаних математичними функціями: 

1 – степеневою, 2 – другого порядку, 3 – логарифмічною, 4 – тригонометричною 
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інструментів та миттєвої споживаної потужності засвідчили тенденцію їх 

збільшення для випадків виготовлення контурів, описаних логарифмічною та 

тригонометричною функціями. Для інших випадків зафіксовано зменшення 

V(t). 

Таблиця 2.1 

Відносні кінематичні параметри контакту різальних крайок інструментів 
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Отримані математичні залежності уможливлюють обґрунтування ене-

ргосилових параметрів процесу вирізування у паперово-картонних виробах 

криволінійних контурів, описаних різними математичними функціями, за-

лежно від їх конкретних геометричних розмірів, виду матеріалу та режимів 

обробки заготовок [60; 62; 87]. 

 

2.4. Моделювання процесу вирізування складних криволінійних контурів 

у напівфабрикатах взаємодією рухомого та нерухомого інструментів 

 

Ножичне розділення поліграфічних матеріалів полягає в послідовному 

різанні обмеженою лінією контакту різальних інструментів з ними внаслі-
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док зміщення рухомого інструмента відносно нерухомого на деякий кут α  у 

площині yОz (рис.2.11). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Внаслідок обертання інструмента відносно осі, розташованої на деякій 

відстані –x1 від початку координат у площині xОy, утворюється слід його 

різальної крайки на площині нерухомого інструмента. Геометрична різниця 

параметра x різальних крайок виражається «перекриттям» А2А [81]: 
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де xi, yi, – поточні значення аргумента і функції y = f(x), якою описано 

криволінійний контур елемента виробу. Суму або різницю членів x1 і xi зна-

ходимо залежно від розташування віток кривої відносно осі y. Важливим 

для обґрунтування умов реалізації процесу різання матеріалу є врахування 

зростання k зі збільшенням y відносно початку координат внаслідок відпо-

відної зміни радіуса ρ обертання точок різальної крайки. 

Існування так званого «перекриття» вимагає коректування профілю 

різальної крайки рухомого інструмента відносно нерухомого для забезпе-

чення технічного функціонування засобу різання матеріалу, що ускладнює 

Рис. 2.11. Модель засобу виготовлення ножичним різанням криволінійного 
контуру в поліграфічному напівфабрикаті 
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нерухомого 
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конструкцію різального вузла та вимагає ретельного припасування інстру-

ментів. Більш простим варіантом є побудова інструментів з різальними 

крайками, форма яких описана однією математичною функцією, а відсут-

ність точного стикування профілів різальних крайок інструментів викорис-

товується для створення їх щільного контакту внаслідок пружного зміщення 

одного з них. Виграшем від такої процедури налагоджування засобу різан-

ня, крім суттєвого конструктивного спрощення, є точне вирізування конту-

ру елементів розгорток з якісним зрізом волокон матеріалу. 

У випадку вирішення задачі з виготовлення комбінованого контуру 

виробу, який описаний декількома математичними функціями, що стику-

ються, задача профілювання різальних крайок інструментів ускладнюється. 

Для оперативного виконання завдання з конструювання засобів вирізування 

криволінійних елементів розроблена система автоматизованого проектуван-

ня (САПР), яка побудована на основі потужної графічної конструкторської 

системи AutoCAD. За умови, коли криволінійний профіль виробу є заданим, 

першим кроком є оцифровування його зображення за допомогою сканера чи 

цифрової камери. Достатньою в багатьох випадках є роздільна здатність 

отриманого зображення в межах 300–400 dpi. Для подальшої обробки зо-

браження слід отримати в режимі чорно-білого або відтінків сірого 

(рис. 2.12 а). 

У редакторі растрової графіки (за потреби) можна змінювати парамет-

ри отриманого графічного об’єкта та виконувати векторизацію контуру. 

Отриманий рисунок експортують в систему автоматизованого креслення 

AutoCAD, над зображенням криволінійного контуру створюють полілінію 

або набір об’єктів, що потім об’єднують (рис. 2.12 б). Інформацію про 

отриману полілінію можна вивести як список засобами мови AutoLISP. 

Другий етап передбачає комп’ютерне моделювання процесу вирізу-

вання складного криволінійного контуру взаємодією рухомого та нерухомо-

го інструментів (рис. 2.13) для обґрунтування раціональних параметрів за-

собу різання [82]. 
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Для цього змінюють кут нахилу рухомого інструмента відносно нерухо-

мого, надають інструменту обертовий рух, аналізують значення «перекриття» 

від початкового контакту різальних крайок до кінцевого. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Результатом моделювання є робочі креслення інструментів, засобів 

кріплення їх у ножетримачах, характеристики пружних елементів, що за-

безпечують щільний контакт різальних крайок. 

Рис. 2.12. Скановане зображення контуру елемента, оброблене 
в редакторі растрової графіки (а); полілінія, створена в AutoCAD (б) 

а) 

б) 

Рис. 2.13. Спрощена модель 
засобу вирізування складного 

криволінійного 
контуру в паперовому виробі 
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2.5. Математичне описування опуклої (увігнутої) форми криволінійних 

контурів у поліграфічних малооб’ємних виданнях 

 

На стадії проектування інструментів для виготовлення криволінійних 

контурів у поліграфічних малооб’ємних паперових виробах вихідним мате-

ріалом є дизайнерські рішення, втілені в макеті (рис. 2.14). Важливою вимо-

гою до його оформлення є наявність чітких зовнішніх контурів для якісного 

оцифровування зображення за допомогою сканера чи цифрової камери. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

У системі автоматизованого креслення AutoCAD на отриманому 

об’єкті поверхні фіксують окремі точки та їхні координати, необхідні для 

аналітичного пошуку функції, що описує форму криволінійного контуру. За 

допомогою знайденої функції отримують вхідні параметри, які використо-

вують для створення програми керування металорізальним обладнанням для 

виготовлення технологічного інструмента [27]. 

Рис.2.14. Фрагмент макету видання 
з криволінійною зовнішньою формою 
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Для знаходження аналітичного вигляду функції y = f(x), яка відобра-

жала б значення даних (x0,y0); (x1,y1); …, (xn,yn), апроксимуємо за допомогою 

многочлена [44; 104]: 
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n
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Наближену функцію шукаємо у вигляді: 

 

f(x)  ψ(x, a0, a1,…, an), (2.11) 

 
де a0, a1,…, an – деякі параметри. 

Для визначення парамертів a0, a1,…, an використовуємо інтерполяцій-

ні многочлени. До них відноситься многочлен Лагранжа Ln(x) [5; 6; 20] , 

який в загальному вигляді можна записати: 

    .
xx

xx
xfxL

n

ik,k ki

k
n

i

in 
 




00

 (2.12) 

 
Оцінку похибки визначаємо виразом для залишкового члена інтерпо-

ляційного многочлена: 

 

   

  

 
    .xx...xxxx

!n

xfmax

xR n

n

b,ax

n 








10

1

1
 (2.13) 

 
Наступною задачею є вибір раціонального числа точок кривої, оскіль-

ки необґрунтоване залучення їх надмірної кількості призводить до суттєво-

го ускладнення процесу апроксимування функції, а використання недостат-

ньої кількості спотворює її характер. Як приклад, візьмемо відому функцію 

y = sin(x) та встановимо вплив числа вибраних вузлових точок на точність 

апроксимування за варіантами: № 1 – п’ять, № 2 –.чотири та № 3 – три точ-

ки (див. табл. 2.2). 

За умови вибору п’яти вузлових точок інтерполяційний многочлен 

Лагранжа (2.11) набуває вигляду: 
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       
.xxxx)x(L





















3

9284

3

240574

3

223128

3

22364 2

2

3

3

4

44  (2.14) 

 
За відомими значеннями функції y = sin (x) отримано їх різницю Δy = 

y – L4(x) для кожного з наведених варіантів, яку графічно зображено на рис. 

2.15. Як видно з графіків, збільшення числа вузлових точок сприяє змен-

шенню Δy. Встановлено відсотки для пікових значень різниці функції y = 

sin (x) та многочлена Ln(x), які становлять для варіантів: № 1 – 0,35%, № 2 – 

10,9% і № 3 – 13,7%. Відсоток Δy для варіанту з використанням п’яти вуз-

лових точок для знаходження аналітичного вигляду функції виявився най-

меншим, становить менше одного відсотка, що обґрунтовує достатність ви-

бору такого їх числа. 

Таблиця 2.2 

Координати вузлових точок функції y = sin(x) 

№ 

варіанта 

Координати 

точок 
А0 А1 А2 А3 А4 

1 xi, рад 0,0 0,79 1,57 2,36 3,14 

yi 0,0 0,71 1,0 0,71 0,0 

2 xi, рад 0,0 1,05 2,09 3,14 – 

yi 0,0 0,87 0,87 0,14 – 

3 xi, рад 0,0 1,57 3,14 – – 

yi 0,0 1,0 0,0 – – 

 

Застосуємо інтерполяційний многочлен Лагранжа для знаходження 

аналітичного виразу функції, якою можна описати криволінійний контур 

макета видання, зображеного на рис. 2.14. 
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За результатами його оцифровування в системі автоматизованого кре-

слення AutoCAD отримано координати 22-х точок (див. табл. 2.3), серед 

яких вибрано вузлові за номерами 0, 4, 9, 15 і 21. 

Для знаходження многочлена введемо позначення: 

 

     ,A
xxxxxxxx

y

41312101

1


  (2.15) 

 

     ,B
xxxxxxxx

y

42321202

2


  (2.16) 

 

     .C
xxxxxxxx

y

43231303

3


  (2.17) 

 
Шукаємо поліном Лагранжа у вигляді: 

 

  ,dxcxbxaxxL  234
4  (2.18) 

 

де a = A + B + C;       ;xxxCxxxBxxxAb 421431432   

      ;xxxxxxCxxxxxxBxxxxxxAc 424121434131434232   

 .xCxxBxxAxxd 2131324   

 
Після обчислень отримуємо вираз: 

 

  ,x,x,x,x,xL 16610110109214101261 23547

4  
 (2.19) 

 
що описує форму криволінійного контуру видання для потрібного числа ко-

нтрольних точок. 

Для аналізу точності апроксимування в табл. 2.3 наведена різниця Δy 

значень ординат фіксованих точок, отриманих за результатом оцифрову-

вання контуру макету та за допомогою математичного описування його фо-

рми. Максимальне значення різниці становить 0,24 мм для точки № 6, що є 

несуттєвим, оскільки становить 0,6%. 
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Таблиця 2.3 

Результати порівняльної оцінки ординат криволінійного контуру, отриманих 

оцифровуванням макету видання та його математичним описуванням 

№ 

точки 

x, 

мм 

y, 

мм 

L4(x), 

мм 

Δy, 

мм 

№ 

точки 

x, 

мм 

y, 

мм 

L4(x), 

мм 

Δy, 

мм 

0 0 0,0 0,0 0,0 11 119,02 47,34 47,32 0,02 

1 2,38 2,72 2,85 0,13 12 133,21 45,96 45,88 0,08 

2 14,48 14,78 14,75 0,03 13 145,29 43,79 43,62 0,17 

3 23,04 21,75 21,65 0,11 14 154,41 41,45 41,38 0,07 

4 33,80 28,94 28,94 0,0 15 164,49 38,06 38,06 0,0 

5 43,92 34,32 34,18 0,14 16 173,22 34,33 34,29 0,04 

6 58,20 40,01 39,77 0,24 17 184,03 28,52 28,62 0,10 

7 72,34 43,86 43,67 0,20 18 196,88 19,57 19,43 0,14 

8 84,15 45,96 45,81 0,15 19 206,74 10,92 10,86 0,07 

9 101,82 47,50 47,50 0,0 20 215,78 1,41 1,33 0,08 

10 104,53 47,58 47,48 0,10 21 217,00 0 0,00 0,0 

 

2.6. Автоматизоване апроксимування криволінійних контурів, 

створених у макетах малооб’ємних поліграфічних видань 

 

Для інженерного проектування інструментів з криволінійними різаль-

ними крайками підготовлений дизайнерами макет майбутнього поліграфіч-

ного виробу оцифровують за допомогою сканера чи цифрової камери, а в 

системі автоматизованого креслення AutoCAD на отриманому об’єкті фік-

сують точки та їхні координати. Наступна задача пов’язана з пошуком ана-

літичної функції, що описує форму криволінійного контуру. З її допомогою 

створюють програми керування для фрезерного обладнання з числовим 

програмним керуванням, що використовуються для виготовлення техноло-

гічного інструменту з криволінійними різальними крайками [52]. 

Отримане оцифроване зображення криволінійного профілю має раст-

рову структуру з відповідними недоліками (недостатня контрастність зо-
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браження, пропуски контуру), які ліквідовують за допомогою системи об-

робки растрових зображень Adobe Photoshop. Проте, в растровому зобра-

женні, яке цілком складається з окремих точок, окремого об’єкту, як кривої 

лінії, не існує. Як результат – відсутні координати точок криволінійного 

профілю, які визначити  практично неможливо. Для результативного пода-

льшого аналізу растрове зображення необхідно перетворити у векторне,  в 

якому криволінійний профіль визначається на основі відрізків з відповідни-

ми координатами вузлових точок (з’єднують початки і кінці окремих відріз-

ків). Оскільки попередня обробка растрового зображення виконана систе-

мою Photoshop, наступну дію доцільно виконувати за допомогою програми 

Adobe Streamline. Через складність та неоднозначний характер цього проце-

су, наявність різноманітних вихідних растрових зображень програму 

Streamline (LiveTrace) необхідно налаштувати [42; 43]. Для цього у програмі 

встановлюють відповідні параметри перетворення (рис. 2.16). Найбільш ва-

жливими і ключовими є: 

– типи перетворення (Conversion) по центру лінії (Centerline); 

– типи апроксимації (Path Option) кривими (Curved lines only); 

– параметр точності (Accuracy), що визначає кількість точок апрокси-

мації. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 2.16. Вікно меню системи Adobe Streamline 
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Отримане векторне зображення кривої зберігають у форматі .ai про-

грами обробки векторних зображень Adobe Illustrator. За допомогою цієї 

програми отримане зображення кривої, за потребою, можна коректувати. 

Проте, внаслідок довільного розташування, втрачаються як реальні розміри 

заданого оригіналу, так і його відносне орієнтування на площині. Тому по-

дальшу математичну обробку векторного зображення кривої доцільно вико-

нувати за допомогою спеціальної конструкторської системи AutoCAD. Для 

цього зображення зберігають у форматі .dwg. 

Система AutoCAD, на відміну від програми Illustrator, оснащена поту-

жними засобами креслення складних графічних примітивів і здатна забезпе-

чувати їх повний та глибокий аналіз. Окрім того, система оснащена потуж-

ною мовою програмування AutoLisp для автоматизованої обробки векторних 

графічних зображень. Далі векторне зображення кривої, завантажене у сис-

тему AutoCAD, оброблюють за допомогою спеціальної програми (векторне 

зображення кривої приводять до розмірів оригіналу та орієнтують відносно 

системи координат). Після того в автоматичному режимі визначають коор-

динати базових опорних точок кривої, отриманих на етапі перетворення ра-

стрового зображення у векторне з урахуванням орієнтування зображення 

кривої у системі координат AutoCAD. 

Для якісного виготовлення інструментів з криволінійними різальними 

крайками на сучасному металорізальному обладнанні з числовим програм-

ним керуванням необхідно в робочу програму вводити координати достат-

ньої кількості проміжних точок (визначається двозначним числом), розта-

шованих між вузловими. Їх отримують шляхом апроксимування вихідних 

даних аналітичними залежностями методами найменших квадратів, інтер-

поляційними многочленами Лагранжа, кривих Без’є та сплайн-функціями. 

Аналіз точності апроксимування методами найменших квадратів 

(рис. 2.17 а) та кривих Без’є (рис. 2.17 б) засвідчує, що апроксимаційна кри-

ва не проходить через усі задані вузлові точки. Натомість застосування ін-

терполяційних многочленів Лагранжа (рис. 2.17 в) і сплайн-функцій (рис. 

2.17 г) усуває недоліки попередніх методів. 



 

 

89 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

В праці [27] обґрунтована доцільність використання інтерполяційного 

многочлена Лагранжа для знаходження аналітичного виразу функцій. Пода-

льшими дослідженнями встановлено, що даний метод забезпечує достатньо 

точне описування відносно простих за формою функцій (опуклих чи увігну-

тих), а у випадку апроксимування складних функцій відхилення значень від 

очікуваних між вузловими точками можуть виявитися суттєвими. 

Метою дослідження є розроблення автоматизованого апроксимування 

вихідних даних за методом сплайн-функцій для створення спеціальних про-

грам, необхідних для успішного функціонування металорізального облад-

нання, призначеного для виготовлення технологічного інструменту з криво-

лінійними різальними крайками. За цим методом значення (xi, yi) кривої ін-

терполюють набором функцій, кожна з яких визначена на окремому інтер-

Рис. 2.17. Апроксимаційні криві, побудовані за методами: 
а – найменших квадратів; б – кривих Без’є; 

в – многочленів Лагранжа; г – сплайн-функцій 
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валі між двома вузловими точками [xi-1, xi]. При цьому крива сплайн-функції 

S(x) проходить через усі n вузлові точки і двічі неперервно диференційована 

на всьому інтервалі [86]. 

У більшості випадків на i–му інтервалі сплайн-функція визначається 

многочленом 3-го степеня: 

 
Si(x) = ai(x-xi)

3 + bi(x-xi)
2 + ci(x-xi) + di,   i = 1,….n. (2.20) 

 
Далі необхідно визначити 4n коефіцієнти ai, bi, ci, di. За умовами про-

ходження многочленів через усі вузлові точки визначають 2n рівнянь: 

 
Si (xi) = di = yi , (2.21) 

Si(xi-1) = aiD
3

i + biD
2

i + ciDi + yi= yi-1, (2.22) 

 
де i = 1,….n., Di = (x-xi). 

За умовою згладження перших похідних у внутрішніх точках визнача-

ємо (n-1) співвідношень: 

Si'(xi) = Si+1'(xi), (2.23) 

ci = 3ai+1D
2

i + 2bi+1Di + ci+1, (2.24) 

де i = 1,….n-1. 

За умовою згладження других похідних визначаємо ще (n-1) співвідно-

шень: 

Si''(xi) = Si+1''(xi), (2.25) 

2bi = 6ai+1Di + 2bi+1, (2.26) 

 
Інші дві умови визначаємо з умови рівності нулю других похідних на 

границях інтервалу S1''(x0) = 0 і Sn''(xn) = 0: 

 
6a1D1 + 2b1= 0, (2.27) 

 
де D1 = (x0-x1), bn= 0. 

Із співвідношень (2.26), (2.27) визначаємо: 
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 (2.28) 

 

та підставляємо в рівняння (2.24): 

 
 (bi-1-bi) D

2
i / 3 + biD

2
i + ciDi + yi = yi-1, i = 2, 3….n,                   (2.29) 

 2b1D1
2 /3+ c1D1 = y0 - y1, i = 1. 

 
З останнього рівняння визначаємо ci: 

 
(yi-1 – yi) / Di - Di bi-1/3 - 2Di bi/3, i = 2, 3….n,                 (2.30) 

(y0 - y1) / D1 - 2D1 b1/3, i=1. 

 
Після виключення коефіцієнтів аi, ci із співвідношення (2.22) і перет-

ворення для коефіцієнтів bi отримуємо систему лінійних рівнянь: 
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, (2.31) 

 
де i = 2,….n-1, b1= bn = 0. 

Розв’язок системи (2.31) на основі тридіагональної матриці: 
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 (2.32) 

 
забезпечує визначення шуканих коефіцієнтів ai, bi, ci, di апроксимаційної 

залежності та отримання координат потрібної кількості точок кривої.  

 

 

ci = 
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Висновки до розділу 2 

 

1. Виробництво нової за формою продукції (дитячої з криволінійними 

зовнішніми контурами) вимагає оперативної підготовки післядрукарських 

технічних засобів для їх тиражування, пов’язаної з виготовленням складних 

за конструкцією інструментів з криволінійними різальними крайками. Для 

створення програм керування сучасними металорізальними верстатами про-

тягом першого етапу криволінійний профіль дизайнерського рішення (ма-

кет) запропоновано оцифровувати за допомогою сканера чи цифрової каме-

ри. Недоліки отриманого зображення рекомендовано ліквідовувати за до-

помогою програми обробки растрових зображень Photoshop. Далі растрове 

зображення запропоновано перетворювати за допомогою програми 

Streamline (LiveTrace) у векторне, яке за допомогою спеціальної програми 

приводять до розмірів оригіналу та прив’язують до системи координат. 

Другим етапом передбачено створення робочих програм для керування ме-

талорізальним обладнанням на основі введення координат вузлових і доста-

тньої кількості проміжних точок, які розташовані між ними. 

2. Запропоновано спосіб виготовлення складних профілів різальних 

лез інструментів і пристрій для установки заготовок на столі фрезерного ве-

рстата для якісного виготовлення пластинкових інструментів з криволіній-

ними різальними крайками. Після завершення фрезерування тонкої сталевої 

пластини отримують два інструменти, які мають загострені леза під гострим 

кутом відносно площини поліграфічного напівфабриката. 

3. Досліджено відносні переміщення та швидкість контакту різальних 

крайок інструментів та відносну миттєву споживану потужність пристрою 

при вирізуванні в матеріалі криволінійних ділянок, описаних різними мате-

матичними функціями. Встановлено тенденцію збільшення відносної швид-

кості контакту різальних крайок інструментів та відносної миттєвої спожи-

ваної потужності для випадків виготовлення контурів, описаних логарифмі-

чною та тригонометричною функціями. 
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4. Вирішено задачу з проектування технічних засобів для виготовлен-

ня комбінованого контуру виробу, який описаний декількома математични-

ми функціями, що стикуються. Для оперативного виконання завдання з 

конструювання засобів вирізування криволінійних елементів задіяно систе-

му автоматизованого проектування (САПР), яка побудована на основі по-

тужної графічної конструкторської системи AutoCAD. 

5. Застосовано інтерполяційний многочлен Лагранжа для знаходження 

аналітичного виразу функції, що описує криволінійний контур макета ви-

дання. Отримано вираз, що описує форму криволінійного контуру видання 

для потрібного числа контрольних точок. Встановлено, що максимальне 

значення різниці значень ординат фіксованих точок, отриманих за результа-

том оцифровування контуру макету та за допомогою математичного опису-

вання його форми, становить 0,6 %. 

6. Удосконалено метод сплайн-функцій, які визначаються многочле-

ном 3-го степеня, на основі розв’язання системи рівнянь за допомогою три-

діагональної матриці. За удосконаленим методом значення кривої запропо-

новано інтерполювати набором функцій, кожна з яких визначена на окре-

мому інтервалі між двома вузловими точками, що дозволяє отримувати ко-

ординати потрібної кількості точок кривої. 
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РОЗДІЛ 3  

ОБҐРУНТУВАННЯ МЕТОДИКИ КОНСТРУЮВАННЯ 

МАТЕРІАЛООЩАДНОГО СПОЖИВЧОГО КАРТОННОГО ПАКОВАННЯ, 

ТРАНСПОРТНОЇ ТАРИ ТА ПАПЕРОВИХ ПАКЕТІВ 

 

Для пакування різноманітної продукції вітчизняний ринок пропонує 

картонну тару різних типів, її конструкцію постійно удосконалюють для за-

доволення зростаючих потреб споживачів. Проте, сьогодні уже на стадії про-

ектування картонного паковання вкрай важливо встановлювати раціональні 

співвідношення його геометричних параметрів для створення умов мінімаль-

них витрат пакувальних матеріалів. Задачею даного дослідження є розроб-

лення універсальної методики проектування картонного паковання призма-

тичної форми з різною конструкцією дна і покривки для пакування різнома-

нітної продукції, що забезпечує на базі раціонального співвідношення геоме-

тричних параметрів результативну економію пакувального матеріалу. 

 

3.1. Вплив форми паковання на ефективність пакування продукціїї 

 

Сьогодні ринок заполонило паковання різноманітних форм та розмірів. 

На фоні об’єктивно зростаючого дефіциту сировинних та енергетичних ресу-

рсів зміцнюється тенденція до мінімізації витрат пакувальних матеріалів на 

продукування тари. Фахівці з пакування досліджують різні варіанти вирі-

шення цієї задачі. Важливим є забезпечення максимально повного викорис-

тання внутрішнього об’єму паковання. Вирішення такої задачі особливо ак-

туалізується умовою великотиражного продукування тари. 

Прикладом чіткого взаємозв’язку між формою паковання та ефективні-

стю слугує пакування штучного виробу (кульки) у тару різних геометричних 

форм. Кульку діаметром d = 1 лін. од. можна розмістити у призматичну тару 

№ 1 (рис. 3.1), в основі якої рівносторонній трикутник, № 2, № 3, в основі 

яких, відповідно, квадрат та шестигранник, або у циліндричну тару № 4 

[59; 63; 64; 95]. 
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Ефективність пакування визначено різницею об’ємів ΔV тари та кульки. 

За результатами розрахунків встановлено, що ефективність пакування кульки у 

тару з трикутною основою становить 0,78 куб. од. (рис. 3.2а), а у циліндричну 

тару – 0,26 од. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.1. Варіанти пакування кульки у тару, 

основою якої є різні геометричні фігури (вигляд у плані) 
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Рис. 3.2. Вплив форми паковання на: 
ефективність пакування кульки (а), 

витрати матеріалу на виготовлення 
паковання (б), відношення незаповненого 

об’єму паковання до об’єму кульки (в) 
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Отримані результати доводять, що заміна трикутної призми на цилін-

дричну тару покращує ефективність пакування кульки у 3 рази. Окрім того, 

збільшення числа граней корпусу покращує показник витрати пакувального 

матеріалу на виготовлення паковання. Так для виготовлення тари з трикут-

ною основою необхідно витратити 7,8 кв. од. пакувального матеріалу, а для 

циліндричної – 4,7 кв. од. Як видно, використання останнього паковання 

економить матеріал майже в 1,7 раза порівняно з виготовленням призмати-

чної тари з трикутною основою. Окрім того, важливим показником є відно-

шення незаповненого об’єму засобу пакування до об’єму кульки. Для варіа-

нтів, відповідно, пакування її у паковання № 1 та № 4 він становить, відпо-

відно 1,48 та 0,5 (рис. 3.2в). 

 

3.2. Уніфікація складових споживчого картонного паковання 

 

Аналізом широкого діапазону типів картонні пачки та коробки уніфіко-

вані за конструкцією та функціональним призначенням їх складових елементів 

[13, 24]. За будь-якої конструкції картонна пачка КП (рис. 3.3) складається з 

корпусу 1, дна 2 та покривки 3 [31; 32]. У свою чергу дно 2 паковання склада-

єтся із закривного лицевого клапана 2.1 (лицевих клапанів) та бокових 2.2, 2.3. 

Покривка 3 картонної пачки може складатися з чотирьох чи трьох закривних 

клапанів. Конструкцією паковання, поданого на рис. 3.3, передбачено викори-

стання лицевого фіксуючого клапана 3.1 та двох бокових 3.2 і 3.3. 

Дослідженням стандартних та нестандартних пачок уніфіковано їх 

конструкцію: виокремлено корпус пачок, вставні фіксуючі та приклеюваль-

ні клапани, різні за формою бічні клапани, деталі грейферного з’єднання, 

самоскладного дна та клапанів паковання типу Ван-Бюрен. У таблиці 3.1 

наведено позначення елементів, назви та схеми складових елементів розгор-

ток картонних пачок, позначення їх геометричних параметрів і розрахункові 

залежності для визначення їх площі [80; 91]. 
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За наведеними уніфікованими складовими елементами картонних па-

чок зручно аналітично обґрунтовувати їх конфігурацію, вводячи умовні по-

значення з використанням математичного виразу. 

 

Таблиця 3.1 
Уніфіковані складові елементи розгорток картонних пачок 

 

№ 

з/п 

Познач. 

елемента 
Назва та схема 

елемента розгортки 

Позначення 

геометричних 

параметрів 

Корисна 

площа 

елемента 

розгортки 

1 2 3 4 5 

1 Кс Корпус пачки  

x – ширина, 

y – довжина, 

z – висота 

пачки; 

с – ширина 

клейового 

клапана 

 

 

S1 = 2(x+y)z 

x y x y 

z 

c 

1 

2 2.1 2.2 2.3 

3 
3.1 3.2 3.3 

КП 

Рис. 3.3. Схема диференціювання конструкції картонної пачки на складові 
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Продовження табл. 3.1 

1 2 3 4 5 

2 2.1. КВ 

 

 

 

 

 

2.2. КП 

Клапан вставний 

 

 

 

 

 

Клапан приклеювальний 

 

 

k – розмір 

фіксуючого 

елемента 

 

S21 = x×y 

 

 

 

 

S22 = x×y 

3 3.1. КБ 1 

 

 

 

 

 

3.2. КБ 2 

 

Клапан боковий прямокутний 

 

 

 

 

 

Клапан боковий трапецевидний 

 

 

x1 – висота 

клапана 

 

 

 

x2 = 0,5(x+k1) 

 

 

S31 = m1×x2, 

де m1 = x1/ x 

 

 

 

S32 = 

= 0,5x(x+k1) 

 

4 CД Деталі самоскладного дна 

 

 

x3 = 0,5 x; 

x4 = 0,75 x 

 

 

S4 = 

= x(x+1,5y) 

5 ГЗ Деталі грейферного з’єднання 

клапанів 

 

x5 = 0,8 x 

 

S5 = 

= 2x(x+0,9y) 

6 ВБ Деталі клапанів паковання типу 

Ван-Бюрен 

 

x6 = 0,75 x 

 

S6 = 

=2x(y+0,75x) 

x y x y 

x3 

x4 

x y x y 

x x5 

y 

x 

y 

x 

k 

x1 

x 

x2 

x 

x y x y 

x x6 
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Наприклад, варіант П2 = Кс + [(КВ + 2КБ 2)/СД] передбачає констру-

кцію пачки, що складається з корпусу (перший доданок), самоскладного дна 

(знаменник другого доданка) та кришки, що містить вставний клапан і два 

бічних трапецевидних клапани (чисельник доданка). Схема розгортки такої 

пачки зображена на рис. 3.4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.3. Розроблення універсальної методики проектування раціонального 

картонного паковання призматичної форми 

 

Сьогодні задачу мінімізації використання картону вирішують компле-

ксно на різних етапах продукування засобів пакування від проектування ро-

згорток до пакування сфальцьованих і склеєних пачок та коробок у транс-

портну тару. За інших рівних умов більш економним є паковання з най-

меншою витратою картону [78; 89]: 

 

min,
V

S

п

м   

 
де Sм – площа матеріалу, Vп – корисний об’єм засобу пакування. 

Задачею даного дослідження є розроблення універсальної методики 

проектування раціонального картонного паковання призматичної форми з 

різною конструкцією дна і кришки для пакування сипкої продукції, що за-

безпечує результативну економію пакувального матеріалу. 

Рис. 3.4. Схема розгортки картонної пачки, конструкція якої отримана 
набором уніфікованих елементів 

складових елементів 

Умовні позначення 
елементів: 

Кс 

КВ 

КБ 2 

СД 
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Послідовність оптимізації геометричних параметрів – ширини (x), до-

вжини (y), висоти (z), розмірів (xі) складових елементів – картонних пачок 

призматичної форми з різною конструкцією елементів дна та кришки поля-

гає у: 

- вираженні їх об’єму через габаритні параметри: 

 
;zyxV   (3.1) 

 
- математичному обґрунтуванні загальної площі пакувального матері-

алу, необхідного для виготовлення розгорток: 

 
,...221 ll SnSnSS   (3.2) 

 

де  z,y,xfS 11   – площа корпусу пачки;  y,xfS 22  , …,  yxfS ll ,  – пло-

щі складових елементів пачки (тут f1, f2, …, fl – вирази для їх розрахунку), 

n2, …, nl – кількість однотипних елементів розгортки; 

- знаходженні часткових похідних, прирівняних до нуля: 
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x

S
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ll

 (3.3) 

 
- розв’язуванні системи рівнянь (3.3), знаходженні раціональних гео-

метричних параметрів картонних пачок і складових елементів: 

 

,Vax 3
1  ,Vay 3

2  ,Vaz 3
3 ,Vaax 3

1111   …, ,3
11 Vaax ln   

 
де а1, а2, а3 – коефіцієнти, отримані за результатами розв’язування системи 

рівнянь (3.3); а11,…, а1l – задані коефіцієнти, що виражають геометричні 

співвідношення складових елементів розгортки. 
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3.3.1 Обґрунтування раціональних співвідношень геометричних параметрів 

картонних пачок та коробок 

 
Обґрунтуванню раціональних співвідношень геометричних параметрів 

картонного паковання передує процедура умовного розгрупування загальної 

форми розгорток на складові елементи, об’єднані за критерієм схожості фо-

рми. Як приклад, розгортку картонної пачки типу К 4 можна представити як 

складену з корпусу 1 (рис. 3.5), двох внутрішніх 2 і двох зовнішніх 3 закри-

вних клапанів та чотирьох бокових клапанів 4. Такий аналіз конструкції ка-

ртонних розгорток спрощує процедуру розрахунку спочатку площі складо-

вих елементів, далі – складання системи рівнянь та пошук габаритних пара-

метрів паковання і його складових елементів. 

Для встановлення раціональних співвідношень геометричних параме-

трів пачки типу К 4 заданими є такі параметри: V – внутрішній об’єм пачки; 

x, y, z – позначення габаритних геометричних розмірів, відповідно, ширини, 

довжини та висоти пачки (рис. 3.6), значення яких необхідно встановити; x1 

– розмір бокового накривного клапана пачки (тут x1/ x = 0,75). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Рис. 3.5. Загальна форма розгортки картонної пачки типу К 4 (а), 
складові елементи розгортки (б) 

а) 

1 

2 

3 4 

б) 
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Згідно з методикою оптимізації внутрішній об’єм пачки: 

 
,zyxV    

 
звідки 

.
yx

V
z


  (3.4) 

Площа картонної розгортки: 

 

  .322475,04222 2xzxzyyxxxzxyzxS   (3.5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

З урахуванням заміни: 

 

.3
22

4 2x
y

V

x

V
yxS   (3.6) 

 
Частинні похідні виразу (3.6): 

 



















.02

,032

2

2

y

V
x

dy

S

x
x

V
y

dx

S

 (3.7) 

c x x y y 

x 

x 

z 

x1 

x1 

Рис. 3.6. Позначення геометричних параметрів складових елементів 
картонної пачки типу К 4 
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Систему рівнянь (3.7) приводимо до вигляду: 

 

.0348 236  VyVy  (3.8) 

За результатами розв’язування рівняння (3.8) отримані значення гео-

метричних параметрів: 

;970,0 3 Vy   ;532,0 3 Vx   .940,1 3 Vz   

 
Таким чином, для забезпечення раціонального використання площі 

пакувальних матеріалів для виготовлення пачок типу К 4 співвідношення 

габаритних геометричних параметрів повинні становити: 

 
.64,3:1:82,1:: zxy  

 
Як приклад, на рис. 3.7 зображено графіки залежності площі пакува-

льного матеріалу від значень геометричних параметрів довжини, ширини та 

висоти пачки типу К 4 для пакування сипкої продукції об’ємом V = 1000 

см3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.7. Залежність площі пакувального матеріалу від значень 
геометричних параметрів пачки типу К4: 

1 – ширини (x); 2 – довжини (y); 3 – висоти (z) 
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Як видно з графіків, мінімальна площа S = 873,45 см2 пакувального 

матеріалу може бути витрачена для виготовлення такого паковання за умо-

ви встановлення раціональної довжини y = 9,70 см, ширини x = 5,32 см та 

висоти z = 19,38 см, що відповідає розрахованому співвідношенню y : x : z = 

1,82 : 1 : 3,64. Будь-яке інше значення габаритного параметру пов’язане з 

перевитратами матеріалу. Так, за умови раціональної ширини пачки x = 5,32 

см та її довжини y = 8,0 см, відмінної від раціонального значення, витрата 

пакувального матеріалу становить S = 881,09 см2, а для аналогічного зна-

чення x та довжини y = 11,0 см – S = 876,75 см2, яка, відповідно, перевищує 

мінімальну площу пакувального матеріалу на 7,64 см2 та 3,30 см2. Аналогі-

чні результати (ΔS = 35,89; 6,87 см2) отримуємо для раціональної довжини 

пачки y = 9,70 см та значень її ширини x = 4,0; 6,0 см, відмінні від розрахо-

ваного раціонального значення. 

У таблиці 3.2 наведено дані про спожиче паковання різного типу: пач-

ки ІІ-1 з триклапанним дном та покривкою (ГОСТ 12303–80), К 4 та А 07 

(європейська система FEFCO-ASSCO); коробки І-10 з покривкою на шарнірі  

(ГОСТ 12301–81) та J 15 (європейська система FEFCO-ASSCO). Результати 

пошуку їх раціональних геометричних параметрів зведені у таблиці 3.3. Ок-

рім співвідношення габаритних розмірів та раціональних параметрів пако-

вання у ній наведено системи рівнянь частинних похідних площі пакуваль-

ного матеріалу по шуканих параметрах. 

Таблиця 3.2 

Приклади конструкції картонних пачок і коробок 

№ 

з/п 

Тип 
паковання 

(діючий ста-
ндарт, сис-

тема) 

Розгортка 

паковання 

Зовнішній 

вигляд 

Співвідно-
шення 

габаритних 
розмірів 
l : b : h 

1 

Пачка ІІ-1 
(пачки з три-
клапан-ними 

дном 
та покрив-

кою 
за ГОСТ 

12303–80) 

 

 2 : 1 : 2 
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Продовження табл. 3.2 

2 

Пачка К 4 
(стандартні 

коробки і пач-
ки європейсь-
кої системи 

FEFCO-
ASSCO) 

  

– 

3 

Пачка А 07 
(нестандартні 

коробки і пачки 
європейської 

системи 
FEFCO-ASSCO) 

  

– 

4 

Коробка І-10 
(коробки з 
покривкою 
на шарнірі 
за ГОСТ 

12301–81) 

  

– 

5 

Коробка J 15, 
(нестандартні 
коробки і пач-
ки європейсь-
кої системи 

FEFCO-
ASSCO) 

  

– 

Таблиця 3.3 

Результати пошуку раціональних геометричних параметрів 
споживчого картонного паковання 

 

№ 

з/п 

Тип 
паковання 

(діючий ста-
ндарт, сис-

тема) 

Частинні похідні 

площі паковання 

Раціональні 

параметри 

паковання 

Співвід-

ношення 

габаритних 

розмірів 

y : x : z 

1 3 3 4 5 

1 

Пачка ІІ-1 
(пачки з три-
клапанними 

дном 
та покрив-

кою 
за ГОСТ 

12303–80) 
















.0

,02,3

2

2

z

V
x

dz

S

x
x

V
z

dx

S

 

x = 0,56(V)1/3; 

y = 1,33(V)1/3; 

z = 1,33(V)1/3 

2,36:1:2,36 
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Продовження табл. 3.3 

1 2 3 4 5 

2 

Пачка К 4 
(стандартні 

коробки і па-
чки європей-
ської системи 

FEFCO-
ASSCO) 


















.02

,032

2

2

y

V
x

dy

S

x
x

V
y

dx

S

 

x = 0,53(V)1/3; 

y = 0,97(V)1/3; 

z = 1,94(V)1/3 

1,82:1:3,64 

3 

Пачка А 07 
(нестандартні 
коробки і па-
чки європей-
ської системи 

FEFCO-
ASSCO) 
















.0

,03

2

2

z

V
x

dz

S

x
x

V
z

dx

S

 

x = 0,57(V)1/3; 

y = 1,32(V)1/3; 

z = 1,32(V)1/3 

2,31:1:2,31 

4 

Коробка І-10 
(коробки з 
покривкою 
на шарнірі 
за ГОСТ 

12301–81) 

















.062

,0
2

2

2

z
z

V
y

dz

S

y

V
z

dy

S

 

x = 1,15(V)1/3; 

y = 2,29(V)1/3; 

z = 0,38(V)1/3 

2 : 1 : 0,33 

5 

Коробка J 15, 
(нестандартні 
коробки і па-
чки європей-
ської системи 

FEFCO-
ASSCO) 


















.0
4

3

,0
2

312

2

2

y

V
z

dy

S

z

V
yz

dz

S

 

x = 1,31(V)1/3; 

y = 1,747(V)1/3; 

z = 0,437(V)1/3 

1,33:1:0,33 

 

На рис. 3.8 а-в у вигляді діаграм зображено раціональні відносні зна-

чення, відповідно, довжини, ширини та висоти споживчого картонного па-

ковання, дотримання яких уможливлює мінімізацію пакувального матеріалу 

при продукуванні таких засобів пакування. Найбільше відносне значення x 

= 1,31(V1/3) (рис. 3.8 а) ширини паковання зафіксоване для коробки J 15, що 

майже в 2,4 разу більше за значення аналогічного параметра пачки типу 

ІІ-1. Виявлені також різні раціональні значення довжини засобів пакування. 

Так, раціональна відносна довжина пачки К 4 становить 0,97(V1/3) 
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(рис. 3.8 б), а коробки І-10 – 0,97(V1/3). Найбільше значення z = 0,94(V1/3) 

раціональної відносної висоти паковання при виконанні розрахунків вияв-

лено для пачки К 4 (рис. 3.8 в), що більше в 5 разів за значення аналогічного 

параметра коробки І-10. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Отримані різні значення відносних раціональних геометричних пара-

метрів споживчого паковання підтверджують необхідність проведення дос-

ліджень для їх обґрунтування та рекомендування при продукуванні таких 

засобів пакування, що за умови тиражного виробництва забезпечує суттєву 

економію матеріальних ресурсів. 
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Рис. 3.8. Раціональні значення 

довжини (а), ширини (б) 

та висоти (в) 

споживчого паковання: 

1 – пачки ІІ-1; 2 – пачки К 4; 

3 – пачки А 07; 4 – коробки І-10; 

5 – коробки J 15 
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3.3.2 Порівняльний аналіз витрат пакувального матеріалу на оптимізоване 

та картонне паковання з пропорцією «золотий переріз» 

 

При художньому конструюванні паковання дизайнери з поміж інших 

важливих засобів гармонізації використовують метод пропорцій [115]. Як 

відомо, пропорції – математичні співвідношення між розмірами елементів, 

що відтворюють гармонічну побудову паковання. Окрім арифметичних та 

геометричних використовують пропорцію «золотого перерізу», яка ґрунту-

ється на використанні співвідношення, рівного приблизно 1,618. 

Проте, пропорції художнього конструювання у деяких випадках всту-

пають у протиріччя з уніфікацією, оптимізацією та стандартизацією розмі-

рів паковання. Задача дослідження полягала в порівняльному аналізі витрат 

пакувального матеріалу на виготовлення широко використовуваних картон-

них пачок (три-, чотириклапанних та зі самоскладним дном), геометричні 

розміри яких отримані в одному випадку шляхом оптимізації, а в іншому – 

використання пропорції «золотий переріз». За результатами оптимізації та 

конструювання пачок з елементами, що відповідають пропорції «золотий 

переріз», отримано площі шести розгорток. На основі їх порівняння (див. 

табл. 3.4) встановлено, що у всіх випадках на виготовлення розгорток з вка-

заною пропорцією необхідно витрачати більше пакувального матеріалу, ніж 

на розгортки оптимізованого паковання. Найменша різниця площ 

(0,09 кв. од.) отримана при конструюванні триклапанної пачки, а найбільша 

(0,24 кв. од.) – чотириклапанної [94]. 

Для узгодження технологічних процесів, пов’язаних з пакуванням 

склеєних розгорток у транспортну тару, фасуванням пачок продукцією та 

транспортуванням їх до споживача важливо отримати порівняльний аналіз 

форматів елементів розгорток пачок, отриманих за результатами оптимізації 

та конструювання пачок з елементами, що відповідають пропорції «золотий 

переріз». 
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Таблиця 3.4 

Порівняльний аналіз витрат пакувального матеріалу 
на виготовлення деяких уніфікованих та картонних пачок 

з пропорцією «золотий переріз» 

 

№ 

з/п Т
и

п
 

п
ач

к
и

 

Конфігурація 

розгортки 

Площа розгортки пачки, 

кв. од. 
Різниця 

площ, 

кв. од. оптимізованого з пропорцією 

«золотий переріз» 

1 

Т
р

и
-

к
л
ап

ан
н

а  

7,59 7,68 – 0,09 

2 

Ч
о
ти

р
и

- 

к
л
ап

ан
н

а  

9,0 9,24 – 0,24 

3 

С
ам

о
- 

ск
л
ад

н
е 

д
н

о
 

 

7,59 7,77 – 0,16 

 

За результатами оцінювання формату вибраної площини l×h (висо-

та×довжина) паковання шляхом описування навколо нього кола (рис. 3.9) 

встановлено, що не існує чіткої закономірності зміни різниці значень його 

радіусів оптимізованих та розгорток з пропорцією «золотий переріз» різних 

типів. Встановлено, що для три-, чотириклапанної та пачки з самоскладним 

дном, сконструйованих за пропорцією «золотий переріз», R1 = 0,95 од.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.9. Оцінка формату 

паковання описуванням кола 

R 

l 

h 
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Для аналогічних пачок, отриманих шляхом оптимізації розмірів, R2 = 

0,907; 1,012; 0,925 од. Як видно з наведеного ряду, тільки для чотирикла-

панної пачки різниця радіусів (ΔR = R2 – R1) позитивна (0,062 од.). Для ін-

ших пачок даний параметр набуває від’ємних значень. 

Отримані результати засвідчують, що виготовлення найбільш поши-

рених картонних пачок, сконструйованих з використанням пропорції «золо-

тий переріз», пов’язане з більшими витратами пакувального матеріалу, ніж 

виготовлення аналогічного паковання, отриманого шляхом оптимізації роз-

мірів. Тому виробники, які зацікавлені на «просуванні» своєї продукції на 

товарному ринку, змушені свідомо «миритися» з перевитратами пакуваль-

ного матеріалу задля продукування гармонічної побудови паковання. 

 

3.3. Обґрунтування раціональних співвідношень геометричних параметрів 

транспортної тари з гофрокартону 

 

Наймасовішою транспортною тарою з картону є ящики та лотки, виго-

товлені зі склеєного і гофрованого картону. Найпоширенішими стандарт-

ними конструкціями є чотириклапанні ящики та ящики обгорткового, теле-

скопічного, лоткового та пенального типу. Співвідношення між габаритни-

ми розмірами ящиків та лотків повинні забезпечувати найменшу витрату 

картону, ефективну роботу пакувального і пакетуючого обладнання, ціль-

ність транспортного пакета при транспортуванні та складуванні продукції.  

Виходячи з внутрішніх розмірів тари та виду гофрокартону визнача-

ють основні розміри розгорток, розміщення їх на листі пакувального мате-

ріалу. Таку процедуру виконують з урахуванням товщини картону та зміни 

розмірів через фальцювання розгорток, що передбачає згин матеріалу. Для 

розрахунків приймають, що розміри між лініями фальцювання більші за 

внутрішні розміри тари на товщину картону [114; 115]. 

Дослідимо вплив товщини Δ гофрованого картону на значення раціо-

нальних співвідношень основних розмірів на прикладі транспортної тари 
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типу 0435. Розгортка такого ящика зображена на рис. 3.10. Як видно з рису-

нка, загальна довжина розгортки ящика  44 YZL , а її ширина 

 22 XZB . 

Площа картонної заготовки: 

 

  

.84221648

2244

22 



XYYXZYZZXZ

XZYZS
 (3.9) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Враховуючи, що X = V/(Z·Y), запишемо частинні похідні виразу (3.9): 

 











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














.0
22

,0
4

21616

22

22

YZ

V

Y

V
Z

dY

S

yZ

V

Z

V
YZ

dZ

S

 (3.10) 

 
Використанням математичного редактора MathСad для розв’язання 

системи рівнянь (3.10) отримано раціональні геометричні параметри: шири-

ну X, довжину Y та висоту Z транспортної тари із врахуванням товщини Δ 

гофрованого картону. Встановлено, що мінімальна площа пакувального ма-

теріалу буде використана для виготовлення ящика типу 0435 за умови до-

тримання співвідношення Y : X : Z = 2 : 1 : 0,25. 

Рис. 3.10. Схема розгортки ящика транспортної тари типу 0435 

з врахуванням товщини гофрованого картону 

Y+Δ 

X+Δ 

2Z+1,5Δ 

Z+0,5Δ 

Z+0,5Δ 

2Z+1,5Δ 

Δ Δ 

Δ 

Δ 
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Як приклад, на рис. 3.11 зображено графік залежності площі пакува-

льного матеріалу від значень геометричних параметрів довжини X, ширини 

Y транспортної тари типу 0435 об’ємом V = 60000 см3. 

Як видно з графіків, мінімальна площа S = 11548 см2 гофрованого кар-

тону може бути витрачена для виготовлення транспортного ящика за умови 

встановлення раціональної довжини Y = 98, 64 см та ширини X = 49,32 см, 

що відповідає отриманому співвідношенню Y : X : Z = 2 : 1 : 0,25. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Для пошуку раціональних геометричних параметрів тари обрано, як 

приклад, транспортні ящики типів 0323, 0435, 0718, конструкцію розгорток 

яких зображено на рис. 3.12. Результати такого пошуку зведені у табл. 3.5. у 

вигляді частинних похідних по площі використаного матеріалу, прирівня-

них до нуля, раціональних співвідношень габаритних розмірів. 

Як видно з даних таблиці, раціональні геометричні параметри наведе-

них типів транспортної тари різняться: у плані тара 0323 повинна бути ква-

дратною, паковання 0435 та 0718 – прямокутними з різними співвідношен-

нями довжини та ширини. Особливе значення має висота транспортної тари 

(відносний розмір змінюється в межах 0,19–0,25). 

Рис. 3.11. Графіки залежності площі гофрованого картону від значень 
геометричних параметрів транспортної тари типу 0435: 

ширини X (а); довжини Y (б) 

а) 

11540

11565

11590

46 47,5 49 50,5 52

S, 
см2 

49,32 

11548 X, см 

11545

11550

11555

11560

96 97,5 99 100,5 102

S, 
см2 

11548 

98,64 

Y, см 

б) 
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Таблиця 3.5 

Результати пошуку раціональних геометричних параметрів 
деяких типів транспортної тари з гофрокартону 

 

№ 

з/п 

Тип 
транспортної 

тари 

Частинні похідні 

площі використаного 

матеріалу 

Раціональні 

параметри 

тари 

Співвідно-

шення 

габаритних 

розмірів 

Y : X : Z 

1 0323 
















.064

,0

2

2

ZY
Z

V

dZ

S

Y

V
Z

dY

S

 

X = 1,73(V)1/3; 

Y = 1,73(V)1/3; 

Z = 0,34(V)1/3 

1 : 1 : 0,19 

2 0435 
















.0
2

,0216

2

2

Z
Y

V

dY

S

Z

V
YZ

dZ

S

 

X = 1,26(V)1/3; 

Y = 2,52(V)1/3; 

Z = 0,315(V)1/3 

2 : 1 : 0,25 

3 0718 
















.02

,0416

2

2

Z
Y

V

dY

S

z

V
yZ

dZ

S

 

X = 2,52(V)1/3; 

Y = 1,25(V)1/3; 

Z = 0,315(V)1/3 

0,5:1:0,125 

Рис. 3.12. Розгортки складаних 
ящиків транспортної тари типів: 

0323 (а); 0435 (б); 0718 (в) 

а) 

б) 

в) 
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3.4. Обґрунтування раціональних геометричних параметрів 

паперових пакетів 

 

Вище обґрунтована методика оптимізації геометричних параметрів – 

ширини, довжини, висоти та інших розмірів складових елементів картонних 

пачок призматичної форми з різноманітною конструкцією елементів дна і 

покривки, яка включає етапи: вираження їх об’єму через габаритні розміри; 

математичне вираження загальної площі пакувального матеріалу, необхідне 

для виготовлення розгорток паковання; знаходження частинних похідних, 

прирівняних до нуля та розв’язування системи рівнянь. Проте, оптимізація 

геометричних розмірів паперових пакетів, які виготовляють великими обся-

гами для пакування сипкої продовольчої продукції з екологічно чистих па-

кувальних матеріалів, ґрунтовно не досліджена. 

Найбільш розповсюджені паперові пакети (рис. 3.13 а) з прямокутним 

дном, корпусом у вигляді паралелепіпеда та верхнім рукавом, у поперечно-

му напрямку який прошитий нитками чи заклеєний [25]. Така конструкція 

пакета передбачає зовнішні незаповнені кишені (рис. 3.13 б) з параметрами 

x1 = x, x2 = 0,5x [89]. 

Задача дослідження зводиться до знаходження мінімуму функції пло-

щі пакувального матеріалу S = S(x, y, z) за умови зв’язку між геометрични-

ми параметрами φ(x, y, z) = 0 (тут x, y, і z – відповідно, ширина, довжина і 

висота корпусу пакета). 

У нашому випадку, згідно з рис. 3.13 в, без врахування припусків на 

технологічні шви: 

  ,2244,, 2 yzxzxyxzyxS   (3.11) 

 

  ,
12

3

4

3
,, 32 Vxyxxyzzyx   (3.12) 

де x > 0, y > 0 і z > 0. 
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Для знаходження умовного екстремуму розглянемо функцію Лагранжа 

[17; 33; 34]: 

Рис. 3.13. Паперовий пакет для пакування сипкої продукції: 

зовнішній вигляд та геометричні параметри (а); форма та параметри 

зовнішньої незаповненої кишені (б); схема розгортки (в) 

z 

x 

x1 

k1 

k2 x x y y 

x 

x2 

x1 

x y 

z 

x1 

а) б) 

в) 
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     ,,,,,,,, zyxzyxSzyxL   (3.13) 

де λ – множник Лагранжа. 

З урахуванням (3.11), (3.12) залежність (3.13) прийме вигляд: 

 

  .
12

3

4

3
2244,,, 322














 VxyxxyzyzxzxyxzyxL  (3.14) 

 
Дослідимо отриману функцію на безумовний екстремум. Запишемо 

необхідні умови існування екстремуму функції  ,,, zyxL  у вигляді систе-

ми рівнянь: 
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S
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L

xx

S
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 (3.15) 

 
У нашому випадку система буде мати вигляд: 

 













































.0
12

3

4

3

,022

,0
4

3
24

,0
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2
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 (3.16) 

 
З 3-го рівняння системи (3.16) запишемо: 

 

,2
xy

yx 
  (3.17) 

а з 2-го:  

.
4

3

4

3
2 xyz 










  (3.18) 
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Прирівнявши останній вираз до виразу для z з 4-го рівняння та вико-

навши деякі перетворення, отримаємо: 

.

4

3
2

12

3 3

2

x

xV

y


















  (3.19) 

 
Підставивши вирази для λ, z і y в 1-ше рівняння системи (3.16), після 

деяких перетворень отримаємо рівняння: 

 

.0856,0076,7631,7 33269  VxVVxx  (3.20) 

 
Зробивши заміну u = x3, отримаємо кубічне рівняння: 

 

0856,0076,7631,7 3223  VuVVuu  (3.21) 

 
Розв’язками є значення: 

 
u1 = –8,478V; u2 = 0,703V; u3 = 0,144V. 

Тоді  

x1 = – 2,04V1/3; x2 = 0,8891V1/3; x3 = 0,5237V1/3. 

 
Взявши до уваги від’ємне значення x1 та вирази (3.18), (3.19), отрима-

ємо: 

y2 = 0,8891V1/3; y3 = 1,1153V1/3; 

z2 = 1,0082V1/3; z3 = 1,5208V1/3. 

 
Таким чином, маємо дві точки: 

 
М2(0,8891V1/3; 0,8891V1/3; 1,0082V1/3), 

М3(0,5237V1/3; 1,1153V1/3; 1,5208V1/3). 

 
Враховуючи залежність (3.17), отримуємо λ2 = - 4,5 /V1/3 і λ3 = - 5,612 /V1/3. 

Отже ,01132,7 3/1

2





V

x

L

M

 тобто М2  не є розв’язком системи (3.15), а 

отже не є стаціонарною точкою. 
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Оскільки ;0

3






Mx

L
 ;0

3






M
y

L
 ;0

3






Mz

L
 ,0

3






M

L
 то М3  є стаціонар-

ною точкою. Для того, щоб стаціонарна точка була точкою екстремуму до-

статньо, щоб у цій точці d2L був знаковизначеним [3; 33; 34]. 

Запишемо: 

.dydzLdxdzLdxdyLdzLdyLdxLLd yzxzxyzzyyxx
 2222222

 (3.22) 

 
Враховуючи, що 

,0 dzdydxd zyx
 (3.23) 

 

.
z

yx dydx
dz




  (3.24) 

 
Підставляючи вираз для dz у формулу для d2z та виконавши деякі пе-

ретворення, отримаємо: 
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






 (3.25) 

 
Обчислимо другі частинні похідні функції L: 

 

 ;
2

3
8 xyLxx   (3.26) 

 
;0 zzyy LL  (3.27) 

 

;
2

3
4 













 xzLxy

 (3.28) 

 
;2 yLxz   (3.29) 

 
.2 xLyz   (3.30) 

 
Частинні похідні функції φ: 
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;
4

3

2

3 2xxyyzx   (3.31) 

 

;
4

3 2xxzy   (3.32) 

Після обчислень, отримуємо, що у точці М3 

 
d2L = 35,504dx2 + 5,886dxdy + 2,943dy2. (3.33) 

 
Для перевірки знаковизначеності даної квадратичної форми скориста-

ємося виразом: 

Δ2 = AC – B2, (3.34) 

 
де А = 35,504, В = С = 2,943. 

Оскільки Δ2 = 95,825 > 0, та Δ1 = А = 35, 504 > 0, то d2 L – додатньови-

значена квадратична форма (критерій Сильвестра) і точка М3 з координата-

ми x = 0,5237V1/3; y = 1,1153V1/3 і z = 1,5208V1/3 є мінімумом функцій L 

(x,y,z,λ) і S(x,y,z). 

Значення функції S в точці мінімуму Smin = 8,4186 V2/3. Будь-яке інше 

значення пов’язане з надлишковими витратами пакувального матеріалу. Та-

ким чином, вирішена задача зі знаходження мінімуму функції площі паку-

вального матеріалу за умови зв’язку між геометричними параметрами папе-

рового пакета. Встановлено, що раціональними значеннями його довжини, 

ширини та висоти є, відповідно, 0,5237V1/3; 1,1153V1/3 і 1,5208V1/3. 

 

Висновки до розділу 3 

 

1. Досліджено вплив форми тари на ефективність пакування на прик-

ладі пакування кульки у картонну тару різної форми. Встановлено, що замі-

на трикутної призми на циліндричну тару покращує ефективність її паку-

вання у 3 рази. Окрім того, збільшення числа граней корпусу покращує по-

казник витрати пакувального матеріалу на виготовлення паковання. Так для 
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виготовлення тари з трикутною основою необхідно витратити 7,8 кв. од. па-

кувального матеріалу, а для циліндричної – 4,7 кв. од. 

2. Розроблена універсальна методика проектування раціонального ка-

ртонного паковання призматичної форми з різною конструкцією дна і кри-

шки для пакування різноманітної продукції, що забезпечує результативну 

економію пакувального матеріалу. Вона передбачає вираження об’єму па-

ковання через габаритні його параметри, математичне обґрунтування зага-

льної площі пакувального матеріалу, необхідного для виготовлення розгор-

ток, знаходження частинних похідних, прирівняних до нуля, розв’язування 

системи рівнянь та знаходження раціональних геометричних параметрів ка-

ртонних пачок і складових елементів. 

3. На основі розробленої універсальної методики отримані раціональні 

геометричні параметри картонних пачок різного типу: ІІ-1 з триклапанним 

дном та покривкою (ГОСТ 12303–80), К 4 та А 07 (європейська система 

FEFCO-ASSCO); коробки І-10 з покривкою на шарнірі (ГОСТ 12301–81) та J 

15 (європейська система FEFCO-ASSCO). 

4. Порівняльним аналізом витрат пакувального матеріалу на виготов-

лення широко використовуваних картонних пачок (три-, чотириклапанних 

та зі самоскладним дном), геометричні розміри яких отримані в одному ви-

падку шляхом оптимізації, а в іншому – використання пропорції «золотий 

переріз», виявлено, що в усіх випадках на виготовлення розгорток зі згада-

ною пропорцією необхідно витрачати більше пакувального матеріалу, ніж 

на розгортки оптимізованого паковання. Найменша різниця площ 

(0,09 кв. од.) отримана при конструюванні триклапанної пачки, а найбільша 

(0,24 кв. од.) – чотириклапанної. 

5. Встановлено, що раціональні відносні геометричні параметри транс-

портної тари різняться: у плані тара типу 0323 повинна бути квадратною, па-

ковання типів 0435 та 0718 – прямокутними з різними співвідношеннями до-

вжини та ширини. Відносний розмір її висоти змінюється в межах 0,19–0,25. 
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6. Для пошуку раціонального співвідношення відносних геометричних 

параметрів паперових пакетів використано метод знаходження умовного 

екстремуму за допомогою функції Лагранжа. Встановлено, що раціональ-

ними значеннями відносних довжини, ширини та висоти пакетів з паперу є, 

відповідно, 0,5237V1/3; 1,1153V1/3 і 1,5208V1/3. 
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РОЗДІЛ 4  

РОЗРОБЛЕННЯ МАТЕРІАЛОЕКОНОМНОГО СПОЖИВЧОГО 

ПАКОВАННЯ НА ОСНОВІ ВИКОРИСТАННЯ КОМБІНОВАНОГО 

КАРТОНУ, ЗАСОБІВ ПАКУВАННЯ З ГНУЧКИХ ПОЛІМЕРНИХ 

МАТЕРІАЛІВ 

 

Для пакування різноманітної рідинної продукції широко використовують 

комбіновані матеріали на основі картону. Ефект від його продукування полягає 

не тільки у збереженні позитивних якостей кожного окремого матеріалу, але й в 

формуванні нових властивостей, важливих для зберігання, транспортування, 

реалізації та споживання запакованої рідкої продукції. Тара, виготовлена з ком-

бінованих матеріалів на основі картону, завдяки комплексу переваг над іншими 

видами, знайшла широке використання на підприємствах молочної промисло-

вості для реалізації на ринку молока, кефіру, йогурту тощо. У загальному світо-

вому об’ємі серед ТОП-10 видів картонне паковання для рідин демонструє ви-

сокі темпи росту [57; 90]. 

Широкий попит на комбіновані матеріали на основі картону зобов’язує 

виробників тари вкрай економно їх витрачати на продукування засобів паку-

вання. Оскільки форма та розміри «народжуються» на стадії проектування но-

вого паковання, то важливо спочатку обґрунтовувати раціональні співвідно-

шення його геометричних параметрів, оскільки за інших рівних умов більш 

економною є тара з мінімальним співвідношенням площі матеріалу до її корис-

ного об’єму [115]. 

Зростаюче продукування паковання з гнучких матеріалів актуалізувало 

потребу в пошуку його раціональної конструкції, оскільки напрямок мінімізації 

у використанні матеріалів, енергоресурсів для виготовлення паковання на оди-

ницю упакованої продукції сьогодні найважливіший [49]. Для обґрунтування 

раціональної конструкції засобів пакування з гнучких матеріалів запропоновано 

на першому етапі математично виразити їх внутрішній об’єм, виходячи з тех-

нологічного способу виготовлення, а далі – отримати аналітичні залежності, що 

враховують площу пакувального матеріалу, та дослідити їх на екстремум. 
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4.1. Обґрунтування методики конструювання споживчого паковання за 

принципом матеріалоекономного витрачання комбінованого картону 

для пакування рідинної продукції 

 
4.1.1. Картонне паковання з квадратним дном 

 

Окрім сипкої, значну частину рідинної продукції пакують у картонну 

тару, виготовлену з матеріалу на основі картону. Її використовують підпри-

ємства молочної промисловості для реалізації на продуктовому ринку моло-

ка, кефіру, йогурту тощо. На рис. 4.1 а подане фото паковань для молочної 

продукції, на рис. 4.1 б – об’ємне зображення картонної тари з позначення-

ми геометричних розмірів елементів, на рис. 4.1 в – її розгортка. 

Параметри x і z (рис. 4.1 в) визначають ширину (довжину) та висоту 

паковання, а1,а2,а3– припуски пакувального матеріалу, необхідні для ство-

рення поздовжнього і поперечного з’єднувальних швів при формуванні 

об’ємної конструкції. Задача дослідження полягає в обґрунтуванні раціона-

льних співвідношень геометричних параметрів картонної тари для забезпе-

чення економії пакувального матеріалу. 

Як видно з рис. 4.1 б, внутрішній об’єм паковання [61; 76]: 

 
,2 321 VVVV   (4.1) 

 
де V1 – об’єм прямокутного корпусу (паралелепіпеда) з квадратною формою 

основи (дна); V2 – об’єм прямокутного паралелепіпеда, в основі якого три-

кутник (розташований горизонтально над корпусом); V3 – об’єм зовнішньої 

пірамідальної кишені у верхньому паралелепіпеді. 

З урахуванням значень розмірів: 

 

.x,zxx,x,zxV 32332 10500601650   (4.2) 

 
Виразимо площу картонного матеріалу, що використовується для ви-

готовлення розгортки: 
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 (4.3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Враховуючи, що x
x

V
z 125,0

3
 , залежність (4.3) набуває вигляду: 

а) 

z 

x x 

0,57x 

a3 

z 

x 

0,5x 

a1 x x x 

0,57x 

a2 

a3 

0,61x 

б) 

в) 

№ 1 № 2 

Рис. 4.1. Паковання для рідинної молочної продукції: 
зовнішній вигляд (а); схема до розрахунку внутрішнього об’єму (б); 

схема розгортки (в) 
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  

.aaxa,

x

Va
xaaa,x,

x

V
x,S

211

3

1
321

22

1050

2071420
4

3944







 (4.4) 

 
Похідною виразу (4.4), прирівняною до нуля, отримано рівняння для 

пошуку раціональних значень параметра ширини (довжини) основи пако-

вання: 

   .02965,04948,7 1
3

321
4  VaxaaaxVx

dx

dS
 (4.5) 

 
За результатами розв’язку виразу (4.5) отримані значення, на основі 

яких на рис. 4.2 а побудовані графіки залежності загального та корисного 

об’єму картонного паковання від раціональних геометричних параметрів 

його ширини (довжини), а на рис. 4.2 б – від висоти корпусу. Загальний 

об’єм паковання, окрім корисного (враховує заповнення рідинною продук-

цією), включає ще й місткість незаповненої продукцією пірамідальної гор-

ловини. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.2. Залежність загального (1) та корисного (2) об’ємів паковання 
від його раціональних розмірів: ширини (довжини) (а); висоти корпусу (б) 

0

0,4

0,8

1,2

1,6

2

30 45 60 75 90 105

V, 
дм3 

x, мм 

1 

2 

а) 

0

0,4

0,8

1,2

1,6

2

65 95 125 155 185

V, 
дм3 

z, мм 

1 

2 

б) 



 126 

Як видно з графіків, залежність об’єму (загального та корисного) 

картонного паковання для пакування рідинної продукції від значення ра-

ціональних геометричних розмірів його основи та висоти є нелінійною. 

Тому важливо ще на етапі розроблення та проектування аналогічного за 

конструкцією паковання різного за об’ємом враховувати фіксовані раціо-

нальні значення розмірів його дна та висоти корпусу, що забезпечить 

економне витрачання пакувального матеріалу. 

Для дослідження витрати комбінованого картону на виготовлення та-

кого паковання встановлені залежності для розрахунку його складових (ко-

рпусу, дна та горловини), які наведені у таблиці 4.1. 

Таблиця 4.1 

Залежності для визначення площі складових паковання 

 
Складові 

паковання 
Корпус Дно Горловина 

Математичні 

вирази 
 zaxSк 14   xaxSд  1

2 5,0114,2   32
2 228,2 aaxxSг   

 

За результатами дослідження встановлено, що витрати матеріалу для 

виготовлення корпусу паковання значно більші, ніж для дна та горловини 

(рис. 4.3 а). Так, для виготовлення картонного паковання загальною місткіс-

тю 2,0 дм3 необхідно витратити на корпус 791,4 см2 картону, на дно – 209,9 

см2, а на горловину – 274,2 см2 матеріалу. 

Для тари загальною місткістю 1,0 дм2 витрати картону для аналогіч-

них її складових становлять, відповідно, 504,4; 131,8 і 180 см2. Як видно з 

рис. 4.3 б, відсоток матеріалу (відносно площі корпусу), витраченого на ви-

готовлення горловини, зафіксовано в межах Sг =0,35–0,41, а на виготовлен-

ня дна Sд= 0,24–0,26. За розробленою методикою досліджено використову-

ване у торгівельній мережі паковання № 1 (зліва на рис. 4.1 а) та № 2 (спра-

ва на рис. 4.1 а) для пакування рідкої молочної продукції на предмет пере-

витрати картону. 
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Встановлено, що перевитрата ΔS пакувального матеріалу для паковання 

№ 1 місткістю V1 = 0,49 дм3 складає 12,12 см2 (рис. 4.4), а для паковання № 2 

місткістю V1 = 0,93 см3 – 2,18 см2. Як результат, встановлення раціональних 

геометричних параметрів паковання суттєво економить пакувальний мате-

ріал. 

 

Рис. 4.4. Перевитрата комбінованого картону 
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Рис. 4.3. Залежність від об’єму паковання абсолютної (а) та відносної (б) 
площі картону, витраченого на виготовлення: 

корпусу (1), горловини (2), дна (3) 
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4.1.2. Картонне паковання з прямокутним дном 

 

Ринок тари з комбінованих матеріалів на основі картону для паку-

вання рідинної продукції представлений також пакованням із прямокутним 

дном, що складається з корпусу А (рис. 4.5 а), горловини Б та дна (на рису-

нку не позначено). Така конструкція тари передбачає спеціальну горловину, 

кожен із скошених боків якої формують зовнішніми 1, 2 (рис. 4.5 б) та вну-

трішнім 3 згинами. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.5. Паковання для рідинної продукції з прямокутним дном: 
зовнішній вигляд (а), схема формування горловини (ліва сторона) (б),  

схема розгортки (в) 
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Параметри x, y та z розгортки (рис. 4.5 в) визначають, відповідно, ши-

рину, довжину та висоту корпусу паковання, а а1, а2 та а3 – припуски паку-

вального матеріалу на поздовжній та поперечний шви для формування 

об’ємної конструкції паковання [79]. 

Для обґрунтування раціональних співвідношень геометричних пара-

метрів паковання виразимо його внутрішній об’єм: 

 
V = V1 + V2 – 2V3, (4.6) 

 
де V1 – об’єм прямокутного корпусу у вигляді паралелепіпеда з прямокут-

ним дном; V2 – об’єм горловини у вигляді прямокутної призми з трикутною 

основою, розташованої над корпусом; V3 – об’єм уявної піраміди, відсіченої 

від боку горловини внаслідок її формування уздовж згинів 1, 2 та 3 

(рис. 4.5 б). 

Підставляючи значення розмірів елементів паковання у вираз (4.6), 

отримаємо: 

.yx,zyxV 2  23290  (4.7) 

 
Площу пакувального матеріалу, витраченого на виготовлення тари для 

пакування рідинної продукції, виразимо,припустивши, що а1 = а2 = а3 = а: 

 

  

.azayaxa,zyzxyx,x,

azx,ayxS

22 24255225252

225122




 (4.8) 

 

Оскільки x,
yx

V
z 23290


 , то вираз (4.8) набуває вигляду: 

 

.ayaxa,yx,
y

V

x

V

yx

Va
x,S 2 2240171503422

22
03422 




  (4.9) 

 
Частинні похідні виразу (4.9), прирівняні до нуля, уможливлюють об-

числення раціональних значень ширини та довжини корпусу паковання: 
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 (4.10) 

 
Розв’язуванням системи рівнянь (4.10) отримано значення, які графіч-

но на рис. 4.6 а, 4.6 б відображають залежність корисного та загального 

(включає ще й об’єм незаповненою рідкою продукцією горловини) об’ємів 

паковання від раціональних значень ширини та довжини корпусу. На рис. 

4.6 в зображено графік залежності згаданих об’ємів від його висоти. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.6. Залежність загального (1) 
та корисного (2) об’ємів паковання 

від його раціональних розмірів: 
ширини (а); довжини (б) 
та висоти (в) корпусу 
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Як видно з графіків, фіксованим значенням об’єму паковання відпові-

дають конкретні раціональні значення його габаритних параметрів. Так, для 

тари корисного об’єму V = 1,0 дм3 раціональні значення корпусу станов-

лять: x = 62,4 мм, y = 113,7 мм, z = 125,1 мм. Відхилення від наведених зна-

чень параметрів ширини, довжини та висоти призводить до перевитрати па-

кувального матеріалу, що слід враховувати при конструюванні такої тари. 

Складовими паковання для рідкої молочної продукції, окрім корпусу, 

є дно та горловина. Для оцінки витрати комбінованого картону на виготов-

лення складових частин виведені математичні залежності, які наведені у 

таблиці 4.2. 

Таблиця 4.2 
Залежності для визначення площі складових частин паковання 

 

Складові паковання Математичні вирази 

Корпус Sк = (2x+2y+а)z 

Дно Sд = x(x + y) + a(2,5x + 2y + a) 

Горловина Sг = 1,5x(x + y) + a(2,75x + 2y + a) 

 

За результатами дослідження встановлено, що для виготовлення тари 

корисного об’єму V = 0,25 дм3 мінімальна витрата (за умови вибору раціо-

нальних його параметрів) площі комбінованого картону становить S = 343,2 

см2 (рис. 4.7 а), а для тари з V = 2,0 дм3 – 1252,5 см2. Більше половини паку-

вального матеріалу припадає на корпус паковання (55–57%) (рис. 4.7 б), 

менше – на горловину (25–26%) та дно (18–19%). 

Отримані результати уможливлюють не тільки розроблення нового ефек-

тивного паковання для рідкої продукції, але й дозволяють аналізувати витрату 

пакувального матеріалу на аналогічну тару, яку використовують у торгівельній 

мережі. Встановлено, що перевитрата комбінованого картону при виготовленні 

тари місткості V = 0,441 дм3 становить 48 см2 (стовпчик № 1 на рис. 4.8), а тари 

місткості V = 0,903 дм3 – 78,7 см2 (стовпчик № 2 на рис. 4.8). Оскільки такі за-
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соби пакування продукують значними обсягами, перевитрата пакувального ма-

теріалу очевидна. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Таким чином, розроблена методика уможливлює проектування нового ма-

теріалоекономного паковання з комбінованого картону для рідинної продукції та 

(за необхідності) коректування конструкції використовуваного у торгівельній 

мережі. 

а) 

Рис. 4.7. Залежність від об’єму паковання мінімальної площі картону, 
необхідного для виготовлення паковання (а), складових частин (б): 

корпусу (1); горловини (2); дна (3) 
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4.2. Дослідження геометричних параметрів матеріалоекономного 

споживчого паковання для вакуумованої сипкої продукції 

 

Значний ріст ринку чаю, кави, какао та інших концентратів спровоку-

вав необхідність вирішувати задачу їх якісного паковання. Виробники такої 

продукції широко використовують вакуумну технологію пакування сипкої 

продукції у гнучкі пакувальні матеріали, завдяки якій паковання отримує 

форму прямокутного паралелепіпеда. Деякі засоби пакування зображені на 

рис. 4.9. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

В наш час кожна фірма, що забезпечує торгівельні мережі такою про-

дукцією, по-своєму вирішує питання формування геометричних параметрів 

паковання, що не завжди сприяє раціональній витраті пакувального матері-

алу. Зважаючи на такий факт, що сипка продукція для приготування кави 

продукується великими обсягами, обґрунтування раціональних геометрич-

них параметрів паковання для неї є актуальною задачею. 

Задача дослідження полягає в аналітичному обґрунтуванні методики 

для визначення таких геометричних параметрів пачок, використання якої 

Рис. 4.9. Різновид паковання для вакуумованої сипкої продукції 

3 2 1 
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уможливлює ефективну мінімізацію використовуваних пакувальних матері-

алів. На рис. 4.10а зображена схема паковання для вакуумованої сипкої 

продукції, а на рис. 4.10б – його розгортка. Параметри x, y і z визначають, 

відповідно, ширину, довжину та висоту засобу пакування, а параметри k1 і 

k2 – припуски пакувального матеріалу, що використовуються для створення 

поздовжнього, поперечного нижнього і верхнього швів. 
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Рис. 4.10. Схема паковання для вакуумованої сипкої продукції (а), 

схема розгортки (б) 
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Загальна площа пакувального матеріалу, використана для виготовлен-

ня розгортки [120]: 
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 (4.11) 

 
Частинні похідні виразу (4.11), прирівняні до нуля, з використанням 

заміни z = V/xy приводять до системи рівнянь: 
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  (4.12) 

 
Застосуванням математичного редактора MathСad для розвязування 

системи рівнянь (4.12) дозволило отримати конкретні геометричні парамет-

ри – ширину x, довжину y та висоту z оптимізованого паковання для ваку-

умованої сипкої продукції з врахуванням припусків k1, k2 пакувального ма-

теріалу. Раціональні значення параметрів паковання графічно зображено на 

рис. 4.11. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.11. Залежність від об’єму вакуумованої сипкої продукції 
раціональних геометричних параметрів паковання: 

ширини (1); довжини (2) та висоти (3) 
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Як видно з графіків, для вакуумованого паковання об’ємів у діапазоні 

350–950 см3 раціональні значення його ширини знаходяться в межах 44–

62 мм (рис. 11 а), довжини – 76–109 мм (рис. 11 б), а висоти – 105–142 мм 

(рис. 11 в). За результатами встановлення раціональної конструкції (вихо-

дячи із заданого внутрішнього об’єму сипкої продукції), обґрунтувано пе-

ревитрати пакувальних матеріалів, що використовуються для виготовлення 

паковань № 1, № 2 та № 3,зображених на рис. 4.9. Як видно з рис. 4.12, па-

ковання № 3 за критерієм економії пакувального матеріалу є найраціональ-

нішим (перевитрата пакувального матеріалу складає 2 см2. На виготовлення 

паковання № 3 його перевитрачено майже 10 см2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Окрім того, за умови продукування засобу пакування № 2 з раціона-

льними геометричними параметрами вдалося б економити 7,5 см2 пакуваль-

ного матеріалу на кожному пакованні. Таким чином, розроблена методика 

важлива не тільки для пошуку нового вакуумованого паковання з раціона-

льними геометричними параметрами, але є мотивованою для перегляду ви-

робниками відомих фірм конструкції засобів пакування, що широко пред-

ставлені в торгівельній мережі. 

Рис. 4.12. Перевитрата пакувального матеріалу, 

що використовується для виготовлення вакуумованого паковання 
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4.3. Аналітичне розроблення матеріалоекономного споживчого 

паковання з гнучких полімерних матеріалів 

 

Попит засоби пакування з гнучких матеріалів заслужили завдяки ная-

вності специфічних споживчих функцій, що пов’язані з його герметичністю, 

зручністю зберігання, дозуванням у широкому діапазоні. Доступ до запако-

ваної продукції може бути реалізований за допомогою невеликого отвору в 

горловині, на яку нагвинчують пробку, або спеціальної застібки «блискав-

ки» уздовж усієї горловини [115]. 

Заготовка паковання являє собою частину стрічкового пакувального 

матеріалу, яка складається з переднього 1 (рис. 4.13 а) та заднього 2 елемен-

тів, з’єднаних сфальцьованим матеріалом 3 дна. Геометричні параметри та-

кого засобу пакування визначають ширина l, висота h та ширина 2b. Після 

термічного зварювання переднього 1 та заднього 2 елементів уздовж верти-

кальних бокових та нижніх горизонтальних країв отримують паковання з 

прямолінійною горловиною А (рис. 4.13 б) та дном Д за формою еліпса. Ок-

рім того, виготовлення дна пов’язане з формуванням лівої ЛК та правої ПК 

зовнішніх кишень [28; 30]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Рис. 4.13. Паковання з гнучкого матеріалу: 
конструкція заготовки (а); форма засобу пакування (б) 
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4.3.1.Дослідження внутрішнього об’єму паковання 

 

Дослідимо внутрішній об’єм паковання з гнучкого матеріалу, виходя-

чи з його геометричних параметрів. Виразимо основний об’єм паковання 

[21; 22 ;105; 118]: 

 

  ,dxxSV

b

a

o   (4.13) 

 
де a ≤ x ≤ b, а S(x) – неперервна функція, що виражає площу паковання, 

отриманого умовним його перерізом площиною, перпендикулярною до осі x 

(рис. 4.14а). Площина, паралельна площині Oyz, що проходить через точку 

x=xі (a< xі<b), перетинає поверхню паковання по еліпсу, рівняння якого: 
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Виходячи з конструкції паковання, піввісь li еліпса зберігає умовно 

постійне значення, а величина півосі bi є змінною. Дослідимо залежність 

Рис. 4.14. Схема: взаємного розташування паковання та координатних 
осей (а); перетину паковання площиною xOz (б) 
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параметра bi від зміни координати x. Перетин паковання площиною xOz є 

половина обводу еліпса (рис 4.14 б). Рівняння кривої запишемо у вигляді: 
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З останнього виразу отримуємо: 
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Оскільки у площині yOz піввісь bi є величиною змінною, то з ураху-

ванням 2
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 (4.19) 

 
Формування дна паковання у вигляді еліпса призводить до зміни гео-

метричного розміру довжини заготовки в даній частині (рис. 4.15). Якщо 

половина довжини становить 0,5l, то горизонтальну піввісь еліпса знайдемо 

з виразу довжини його дуги [119]: 
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З виразу (4.20) знаходимо: 
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Оскільки, L = 2l, отримуємо: 
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Тоді середнє значення горизонтальної півосі еліпса: 
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З урахуванням (4.23) основний об’єм паковання: 

 

Рис. 4.15. Схема до розрахунку горизонтальної півосі еліпса 
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4.3.2. Дослідження об’єму зовнішніх кишень паковання 

 

Поверхня, що утворюється при «формуванні» дна паковання, є повер-

хнею всеможливих дотичних до деякої гладкої просторової кривої. Загальне 

рівняння такої поверхні      uvurur н 


,  вимагає використання відомого 

рівняння напрямної кривої  urн


 [45; 46; 96], що у випадку досліджуваної 

конструкції являє деяку складність (  u


– одиничний вектор дотичної до 

кривої  urн


). Тому будемо апроксимувати фрагмент утворюваної поверхні 

ABDC дна паковання фрагментом коноїдальної поверхні Ф (рис. 4.16), оскі-

льки лінійчату поверхню коноїда можна задати аналітичним рівнянням. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Площиною паралелізму оберемо площину xOz. При русі твірної лінії 

AD по напрямних AB і DC отримуємо лінійчату поверхню коноїда Ф [46]. 

Рис. 4.16. Схема до розрахунку об’єму фрагмента 
зовнішньої кишені паковання 
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Розглянемо аналітичний спосіб формоутворення коноїдальної поверх-

ні. Площину паралелізму задамо одиничним вектором нормалі  010 ;;n 


. 

Пряму AB і криву DC задамо векторними рівняннями відповідно: 

 

tlrr


 01  

та 

 ,urr 22


  

 
де 1r


 – радіус вектор довільної точки на прямій АВ, а 2r


 – радіус-вектор точ-

ки кривої DC. 

Виходячи з координат точок, канонічне рівняння прямої AB: 

.
z

l

y

b

x

01

  (4.25) 

 
Рівняння (4.25) запишемо у параметричному вигляді: 















0

1

z

,tly

btx

 (4.26) 

та у векторному: 

   ,;tl;bttr 011 


 (4.27) 

де  tr1


 – радіус-вектор точки напрямної АВ. 

Запишемо векторне рівняння кривої DC. Нехай  ur2


 – радіус-вектор 

довільної точки на еліпсі. Тоді: 

   .usinb;ucosl;ur  12 0


 (4.28) 

В останньому виразі 
2

0


 u . 

Відповідність між параметрами t і u встановимо з умови паралельності 

твірної коноїда до площини паралелізму: 

     ,nurtr 021 


 (4.29) 

або 

      .usinb;ucostl;bturtr  121


 (4.30) 
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Оскільки   01  ucostl , то .ucost   Для чверті еліпса 
2

0


 u  і 

10  t . 

Рівняння коноїда можемо записати у векторному вигляді [46]: 

 
        .),( 212 urutrurvur


  (4.31) 

 
де ),( vur


 - вектор-функція, задана в деякій області на площині u,v. 

В останньому виразі 21 uuu   і 10  . 

Підставивши у (4.31) рівняння прямої   utr1


 та еліпса  ur2


, отримає-

мо: 

    .usinb;;ucosbusinb;ucosl;r  00 1


 (4.32) 

 
Фрагмент поверхні коноїда Ф являє собою геометричне місце точок 

кінців векторів ),( vur


, відкладених від початку координат, аргументи u і ν 

вектор-функції називаються криволінійними координатами на Ф [96], і за 

умовою нашої задачі змінюються в межах 
2

0


 u ; 10  . 

Вираз (4.32) запишемо у параметричному вигляді: 

 

 

  













1

1

usinbz

.ucosly

ucosbx

 (4.33) 

 
Для обчислення об’єму тіла Т скористаємося виразом [35; 53; 105]: 

 

   
 

TT

.dzdydxdTV  (4.34) 

 
Виразимо даний об’єм у вигляді поверхневого інтеграла ІІ-го типу: 

 

 

.dydxzV
S

   (4.35) 

 
Далі перейдемо від поверхневого інтеграла до звичайного подвійного 

[105]: 
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 

 
 

,dvduv;uzCdydxzV
S

 


 (4.36) 

 

де 
vv

uu

yx

yx
C




 , або 

 
 v;uD

y;xD
C  . 

Остаточно об’єм тіла, обмеженого фрагментом коноїда, знайдемо з 

вищенаведених міркувань за формулою [35; 105]: 

 

 
 

 
 

,dvdu
v;uD

y;xD
v;uzV  



 (4.37) 

 
де Δ – область зміни параметрів u, v на площині зміних u і v. 

Знайдемо функціональний визначник С (якобіан): 

.
yy

xx
JC

vu

vu




  (4.38) 

 
Таким чином, останній вираз набуває вигляду: 

 

usinl

usinvb
J






1

.usinucoslb
ucosb




1
0

 (4.39) 

 
Тоді об’єм тіла, обмежений фрагментом коноїда: 

 

 
 

.lbdvduusinucoslbvusinbV 1

2

1
6

1
1  



 (4.40) 

 
Оскільки знайдений об’єм складає четверту частину від об’єму зага-

льної зовнішньої незаповненої кишені, то: 

 

.
lbl

bb
l

bVк


























63
52

3

9

2
2

2
22

 (4.41) 

 
Корисний об’єм паковання з гнучких пакувальних матеріалів знайде-

мо як різницю основного та об’єму загальної зовнішньої незаповненої ки-

шені: 
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.
lbl

bb
lbhbhbl

VVV koп 
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


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9

2

2416 2

2
2
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 (4.42) 

 
4.3.3.Обґрунтування раціональних геометричних параметрів паковання 

 

Для обґрунтування раціональних геометричних параметрів паковання 

скористаємося виразом для знаходження площі гнучкого пакувального ма-

теріалу [28]: 

  ,4822 2 lalbalahbaS   (4.43) 

 
де а – розмір припуску для формування технологічних швів. 

З урахуванням (4.42) останній вираз набуває вигляду: 
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 (4.44) 

 
Застосуванням математичного редактора MathСad для розв’язування 

системи рівнянь частинних похідних 

 

 
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та подальшим аналізом отримано раціональні значення геометричних пара-

метрів: половини ширини b (рис. 4.17 а), довжини l (рис. 4.17 б) та висоти h 

(рис. 4.17 в) оптимізованого паковання з гнучкого пакувального матеріалу з 

урахуванням припусків на технологічні шви. 

Як видно з графіків, фіксований об’єм оптимізованого паковання пе-

редбачає використання гнучкого плівкового пакувального матеріалу для 
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продкування заготовок з фіксованими розмірами: ширини дна, довжини та 

висоти, що реалізує матеріалоощадне виробництво такого засобу пакування. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Аналізом отриманих результатів встановлено, що для гнучкого пако-

вання об’ємів у діапазоні 250–2000 см3 раціональні значення його ширини 

знаходяться в межах 33–64 мм, довжини – 85–174 мм, а висоти – 120–

204 мм. 

Рис. 4.17. Графіки залежності 

внутрішнього об’єму паковання з 

гнучкого матеріалу від його: 

розміру сфальцьованого дна (а); 

довжини (б); висоти (в) 
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Висновки до розділу 4 

 

1. Отримано математичну модель, на основі дослідження якої обґрун-

туванні раціональні співвідношення геометричних параметрів картонної та-

ри з квадратним дном, виготовленої з комбінованого картону, для забезпе-

чення економії пакувального матеріалу. Отримані залежності для розрахун-

ку її складових (корпусу, дна та горловини). Встановлено, що межі відсотку 

матеріалу (відносно площі корпусу), витраченого на виготовлення горлови-

ни, становить Sг =0,35–0,41, а на виготовлення дна Sд=0,24–0,26. Дослідже-

но, що перевитрата пакувального матеріалу для виготовлення паковання для 

рідинної продукції місткістю 0,490 дм3, яка широко використовується у тор-

гівельній мережі, складає 12,12 см2, а для паковання місткістю 0,930 дм3 – 

2,18 см2. 

2. Отримано та досліджено систему рівнянь, що уможливило обчис-

лення раціональних значень геометричних параметрів паковання з прямоку-

тним дном, виготовленого з комбінованого картону для пакування рідинної 

продукції. Встановлено, що для тари корисного об’єму 1,0 дм3 раціональні 

геометричні значення корпусу становлять: ширина 62,4 мм, довжина 113,7 

мм, висота 125,1 мм. За результатами дослідження встановлено, що для ви-

готовлення тари корисного об’єму 0,250 дм3 мінімальна витрата (за умови 

вибору раціональних його параметрів) площі комбінованого картону стано-

вить 343,2 см2, а для тари об’ємом 2,0 дм3 – 1252,5 см2. Більше половини 

пакувального матеріалу припадає на корпус паковання (55–57%), менше – 

на горловину (25–26%) та дно (18–19%). 

3. Створено математичну модель, на основі дослідження якої отрима-

но конкретні геометричні параметри – ширину, довжину та висоту оптимі-

зованого паковання з вакуумованою сипкою продукцією з врахуванням 

припусків пакувального матеріалу для формування поздовжнього та попе-

речних швів. Встановлено, що для вакуумованого паковання об’ємів у діа-

пазоні 350–950 см3 раціональні значення його ширини знаходяться в межах 
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44–62 мм, довжини – 76–109 мм, а висоти – 105–142 мм . Обґрунтувано пе-

ревитрати пакувальних матеріалів, що використовуються для виготовлення 

паковань з вакуумованою сипкою продукцією, яка представлена у торгіве-

льній мережі. 

4. Дослідженням внутрішнього об’єму паковання для різноманітної 

харчової продукції, виготовленого з гнучкого пакувального матеріалу, 

встановлено, що дно набуває форми еліпса, а форма перетину паковання 

площиною, перпендикулярною до основи, є половина обводу еліпса. Ко-

рисний об’єм паковання з гнучких пакувальних матеріалів математично 

виражено як різницю основного та об’єму загальної зовнішньої незапов-

неної кишені у вигляді коноїдів. 

5. Шляхом застосування математичного редактора MathСad 

розв’язано систему рівнянь частинних похідних, прирівняних до нуля, та 

отримано раціональні значення геометричних параметрів: ширини, дов-

жини та висоти оптимізованого паковання з гнучкого пакувального мате-

ріалу з урахуванням припусків на технологічні шви. Встановлено, що для 

такого паковання об’ємів у діапазоні 250–2000 см3 раціональні значення 

його ширини знаходяться в межах 33–64 мм, довжини – 85–174 мм, а ви-

соти – 120–204 мм. 
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ВИСНОВКИ 

 

Розв’язано важливу науково-прикладну задачу обґрунтування методів та 

засобів проектування робочих інструментів з криволінійними різальними 

крайками для енергоощадного ножичного різання поліграфічної та пакуваль-

ної продукції, встановлення раціональних геометричних параметрів матеріа-

лоекономних паковань, виготовлених з різноманітних пакувальних матеріалів. 

1. Обґрунтовано за результатами функціонального аналізу використання 

ножичного способу розділення поліграфічних та пакувальних матеріалів, що 

базується на обмеженому контакті різальних лез інструментів з матеріалом, та 

визнано ефективним для технічної реалізації при виготовленні малооб’ємних 

видань з криволінійними контурами. 

2. Запропоновано спосіб виготовлення робочих інструментів з криволі-

нійними різальними крайками для ножичного різання поліграфічних і пакува-

льних матеріалів, що передбачає виготовлення комплекту інструментів з од-

нієї сталевої заготовки у вигляді тонкої пластини за один прохід тонкої кінце-

вої фрези. 

3. Розроблено метод проектування інструментів з криволінійними різа-

льними крайками, що включає процедури оцифровування підготовленого ма-

кету майбутнього виробу, фіксування на отриманому об’єкті координат важ-

ливих вузлових точок в системі автоматизованого креслення AutoCAD, пошу-

ку аналітичної функції, що описує форму криволінійного контуру. 

4. Розв’язано задачу оперативного об’єктивного пошуку координат ве-

ликого числа проміжних точок, розташованих між вузловими, необхідних для 

якісного виготовлення складних за конструкцією інструментів з криволіній-

ними різальними крайками, шляхом застосування спеціальної програми, роз-

робленої мовою Pascal (система Delphi). 

5. Створено математичні моделі, на базі яких розроблено методику прое-

ктування раціональної конструкції вакуумованого паковання для сипкої про-

дукції з плівкового пакувального матеріалу, виходячи з його об’єму та техно-

логічно необхідних припусків на з’єднувальні шви. Встановлено, що для па-
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ковання об’ємів у діапазоні 350–950 см3 раціональні значення його ширини 

знаходяться в межах 44–62 мм, довжини – 76–109 мм, а висоти – 105–142 мм. 

6. Розв’язано задачу зі знаходження мінімуму функції площі пакуваль-

ного матеріалу за умови зв’язку між геометричними параметрами паперового 

пакета, призначеного для пакування сипкої продукції. Встановлено, що раці-

ональними значеннями його довжини, ширини та висоти є, відповідно, 

0,5237V1/3; 1,1153V1/3 і 1,5208V1/3. Економія паперу (за умови річного продуку-

вання матеріалоекономних пакетів) склала 180,4 тонн. 

7. Розроблено на основі математичних моделей універсальну методику 

проектування картонного паковання призматичної форми (з різною конструк-

цією дна і покривки для пакування сипкої продукції), яка забезпечує резуль-

тативну економію пакувального матеріалу. За результатами дослідження оп-

тимізовано витрати пакувального матеріалу на виготовлення картонних пачок 

різної конструкції. 

8. Дослідженням математичних моделей отримано значення, які відо-

бражають залежність об’єму паковання з комбінованих матеріалів на основі 

картону від раціональних значень ширини, довжини та висоти його корпусу. 

Результати уможливлюють розроблення нового ефективного паковання для 

рідинної продукції та коректування його конструкції, використовуваного у 

торгівельній мережі. 

9. Дослідженням конструкції засобу пакування «дой-пак» з гнучкого па-

кувального матеріалу встановлено, що його осьовими перетинами взаємно 

перпендикулярними площинами є еліпс та його складова. Отримано матема-

тичні вирази для пошуку основного об’єму паковання та об’єму зовнішніх 

кишень у вигляді коноїдів. 

10. За результатами дослідження на екстремум функції, що зв’язує пло-

щу заготовки гнучкого пакувального матеріалу та об’єм паковання, встанов-

лено, що для його об’ємів у діапазоні 250–2000 см3 раціональні значення його 

ширини знаходяться в межах 33–64 мм, довжини – 85–174 мм, а висоти – 

120–204 мм. 
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ДОДАТОК А2 

ВІДОМОСТІ ПРО АПРОБАЦІЮ РЕЗУЛЬТАТІВ ДИСЕРТАЦІЇ 

 

Основні результати дисертаційної роботи здобувач доповідала на:  

науково-практичній конференції «Математичне моделювання складних 

систем» (Львівський державний інститут новітніх технологій та управління 

ім. В. Чорновола, 16 травня 2007 р., 12–14 травня 2009р.; очна участь); 

Дев’ятому міжнародному симпозіумі українських інженерів-механіків у 

Львові (НУ «Львівська політехніка», 20–22 травня 2009 р.; очна участь); ІV 

науково-практичній конференції «Пакувальна індустрія (стан та 

перспективи)» (м. Алушта, 18–21 травня 2010 р; заочна участь); 

міжнародній науково-практичній конференції «Новітні технології, 

обладнання, безпека та якість харчових продуктів: сьогодення та 

перспективи» (м. Київ, НУХТ, 27–28 верес. 2010 р.; заочна участь): 

науково-технічній конференції «Теорія та практика раціонального 

проектування і експлуатації машинобудівних конструкцій» (НУ «Львівська 

політехніка, 11–13 жовтня 2010 р.; очна участь); V науково-практичній 

конференції «Пакувальна індустрія (стан та перспективи для харчових 

продуктів)» (м. Алушта, 1–2 червня 2011 р.; заочна участь); VІІ науково-

практичній конференції «Пакувальна індустрія (інноваційні технології)» 

(м. Алушта 21–24 травня 2013 р.; заочна участь); ІІ Міжнародній 

спеціалізованій науково-практичній конференції «Ресурсо- та енергоощадні 

технології виробництва і пакування харчової продукції – основні засади її 

конкурентоздатності» (м. Київ, НУХТ, 11 вересня 2013 р.; зачна участь); 

ІІІ міжнародній науково-технічній конференції ТК-2014 (Луцький 

національний технічний університет, 28–30 травня 2014 р.; заочна участь); 

VІІІ науково-практичній конференції «Пакувальна індустрія (ринок, 

інновації, бізнес-практики)» (м. Київ, 24–25 вересня 2014 р.; заочна участь); 

ІХ науково-практичній конференції «Пакувальна індустрія (На шляху до 
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європейських ринків)» (Київська обл., Броварський р-н, с. Княжичі, 24–25 

вересня 2015 р.; заочна участь); Х науково-практичної конференції 

«Пакувальна індустрія (полімерна упаковка для продуктів харчування)» 

(Київська обл., Броварський р-н, с. Княжичі, 20–21 вересня 2016 р.; заочна 

участь); ХІ науково-практичній конференції «Пакувальна індустрія (технічні 

рішення в рамках Save Food)» (Львівська обл., смт Брюховичі, 20–21 вересня 

2017 р.; очна участь); науково- технічних конференціях професорсько-

викладацького складу, наукових працівників і аспірантів Української 

академії друкарства (м. Львів, 5–8 лютого 2008 р., 3–6 лютого 2009 р., 16–19 

лютого 2016 р., 14–17 лютого 2017 р.; очна участь). 
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ДОДАТОК Б 

КОПІЇ ПАТЕНТІВ НА ВИНАХІД 
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ДОДАТОК Е 

ВИТЯГ ЗІ СТАНДАРТУ ДСТУ 3651.1–97 
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ДОДАТОК Ж 

ВІКНА КОМП’ЮТЕРНИХ ПРОГРАМ 

 

 

 

 

Вікно програми Solid Works при створенні анімації відображення 
процесу виготовлення пластинкових інструментів з криволінійною 

різальною крайкою кінцевою фрезою 
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Вікно програми Solid Works при створенні анімації відображення процесу 
виготовлення у паперово-картонних заготовках криволінійних контурів 

фігурним хитним інструментом 
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Вікна програми 3D Studio Max при створенні анімації відображення процесу 
виготовлення у паперово-картонних заготовках криволінійних контурів 

фігурним обертовим інструментом 
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ДОДАТОК З 

 

СОЦІАЛЬНО-ЕКОНОМІЧНА ЕФЕКТИВНІСТЬ ЗАПРОВАДЖЕННЯ 

МАТЕРІАЛООЩАДНОЇ ТЕХНОЛОГІЇ У ВИРОБНИЦТВО 

ПАПЕРОВИХ ПАКЕТІВ 

 

Розв’язана у дисертаційній роботі задача зі знаходженням мінімуму 

функції площі пакувального матеріалу за умови зв’язку між геометричними 

параметрами паперових пакетів, призначених для пакування сипкої 

продукції, з економічної точки зору забезпечує економію використовуваного 

пакувального матеріалу. За результатами дослідження встановлено, що 

економія пакувуальних матеріалів може складати до 10%. 

Обгрунтування економічної доцільності застосування розробленої 

методики в дисертаційній роботі виконано шляхом визначення річного 

економічного ефекту [1] в розрахунку на виробничу потужність машини 

моделі HD 460 для виробництва паперових пакетів з прямокутним дном з 

рулонною подачею паперу. 

У розрахунках прийнято середні значення геометричних розмірів 

паперового пакета, виготовленого на машині HD 460, що пеодані у табл. Д 1. 

Табл. З 1 

Вихідні дані для розрахунку 

 

№ 

з/п 
Показники 

Одиниця 

виміру 

Значення 

(середньо-

статистичні) 

1 

 

 

 

2 

3 

 

4 

Геометричні розміри пакета: 

- висота 

- довжина 

- ширина 

Вага кв. метра пакувального матеріалу 

Середньоринкова вартість тонни пакувального 

паперу 

Годинна продуктивність машини HD 460 

 

мм 

мм 

мм 

г 

грн 

 

тис. пак. 

 

485,0 

310,0 

135,0 

115,0 

4302 

 

9,0 
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1. Річна виробнича потужність машини HD 460: 

ВП = То×Нв, 

де То – річний час основної роботи машини в дві зміни, год; Нв – годинна 

норма виробітку, тис. пакетів. 

ВП = 3591,6 × 9,0 = 32324,4 тис. пакетів 

2. Річний час основної роботи машини: 

То = Треж – (Ттн + Ттл), 

де Треж – річний режимний фонд часу роботи машини в дві зміни, год; Ттн – 

середньорічний час простою машини в ремонтно-профілактичних роботах, 

год; Ттл – середньорічний час простою машини з технологічних причин, год. 

То = 3998 – (256,8 + 149,6) = 3591,6 (год). 

3. Середньорічний час простою машини в ремонтно-профілактичних 

роботах: 

Ттн = Трем / Тн, 

де Трем – сумарний час простою машини в ремонтно-профілактичних роботах 

за нормативний термін служби, год; Тн – нормативний термін слудби 

відповідно до норм амортизації, роки. 

Ттн = 1284 / 5 = 256,8 (год). 

4. Середньорічний час простою машини з технологічних причин: 

Ттл = [(Треж – Ттн)×Птл]/100, 

де Птл – норматив зупинок машини з технологічних причин, %. 

Ттл = [(3998 – 256,8)×4,0]/100 = 149,6 (год). 

5. Для розрахунку витрат пакувального паперу розраховуємо загальну площу 

пакета: 

Smax = [2(l1 × h1) + 2(l2 × h2)+(l1 × l2)] × Птех/100, 

де l1, h1 – ширина та висота більшої сторони пакета; l2, h2 – ширина та висота 

меншої сторони пакета; Птех – технологічні запаси паперу на виготовлення 

технологічних операцій склеювання, %. 

Smax = [2(0,31 × 0,485) + 2(0,135 × 0,485)+(0,31 × 0,135)] × 2,5/100 = 

= 0,48534 (м2). 
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6. Розрахунок витрат на папір пакувальний 

Табл. З 2 
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*За матеріалоощадною технологією норма витрат пакувального паперу 

зменшена на 10%. 

7. Річна економія витрат паперу: 

Евп = 7761496,32 – 6985415,52 = 776080,8 грн 

8. Витрати на розроблення програмного забезпечення для проектування 

паковань за новою технологією: 

Вп = З +А +Зін, 

де З – заробітна плата ІТ – інженера (основна, додаткова і премії), грн. 

Вп = 360000 + 10800 + 92700 = 463500 (грн). 

8.1. Витрати на заробтну плату ІТ – інженера: 
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З = Ок × Ткор × [1+(Пдп/100)], 

де Ок – посадовий оклад ІТ – інженера в місяць, грн.; Ткор – фонд часу роботи 

одного рпацівника в рік; Пдп – доплати, премії, додаткова зарплата, %. 

З = 20000 × 12 × [1+50/100] =360 000 грн. 

8.2. Витрати на амортизацію комп’ютерного устаткування: 

А = Бк × (На/100), 

де Бк – балансова вартість комп’ютерного устаткування, грн; На – норма 

амортизації, %. 

А = 18 000 × (60/100) = 10 800 (грн). 

8.3. Інші операційні витрати: 

Зін = (З + А) (Пін/100), 

де Пін – інші операційні витрати, %. 

Зін = (360 000 +10 800) × (25/100) = 92 700 (грн). 

9. Річна економія витрат ефект): 

Ев = 776 080,8 – 463 500 = 312 580,8 (грн). 

Окрім отримуваного ефекту виробником паковань доцільно розглянути 

соціальну ефективність пропонованої в дисертаційній роботі матеріа-

лоощадної технології її продукування. Вона розглядається у контексті 

зменшення негативного впливу на навколишнє середовище (збереження 

фонду лісового господарства), облаштування майданчиків для збирання 

використаного паковання, відведення території для утилізації паковання та 

ін. Враховуючи усі фактири, обґрунтувати вплив продукування паковань на 

природнє та соціальне (суспільне) середовище досить складно. 

Запропоновано визначити одну із складових соціальної ефективності 

паковань – зменшення витрат на вивезення та утилізацію використаних 

паковань за формулою: 

Есоц = ΔМпак × Впак = (Мпак б – Мпак пр) Впак, 

де ΔМпак – вага паковань, що підлягають вивезенню та утилізації, тонн; Впак – 

вартість вивезення та утилізації 1 тонни використаних паковань, грн.; Мпак б, 

Мпак пр – вага паковань, що підлягають вивезенню та утилізації до і після 

застосування розробленої методики їх проектування, тонн. 
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Есоц = (1804,16 – 1623,76) × 719,803 = 129852,56 (грн). 

У розрахунках прийнято значення Впак, виходячи з даних, наведених в [2]. 

9. Соціально-економічний ефект становить: 

Есоц-е = 312580,8 + 129852,46 = 442433,26 (грн). 

10. Потребу в капіталовкладеннях для реалізації матеріалоощадного 

продукування паперових пакетів визначимо за виразом: 

К = З + Бк. 

11. Сума капіталовкладень: 

К = 360000 + 18000 = 378000 (грн). 

12. Термін окупності капіталовкладень: 

- у виробника паковань: 

Ток в = К / Ев = 378000 / 312580,8 = 1,21 (року); 

- на загальносуспільному рівні: 

Ток сус = К / Есоц-е = 3788000 / 442433,26 = 0,85 (року). 

Табл.З 3 

Показники соціально-економічної ефективності запровадження 

матеріалоощадного виробництва паперових пакетів 

 

№ 

з/п 
Назва показника  

Одиниця 

виміру 

Значення 
% 

Базове Запров. 

1 
Річний обсяг продукування 

паперових пакетів 
тис. шт. 32324,4 32324,4 100,0 

2 
Норма витрат матеріалу (паперу) на 

один пакет 
м2 0,48534 0,43681 90,0 

3 
Економія витрат паперу на річний 

обсяг продукування пакетів 
тонн — 180,4 — 

4 

Ефект на матеріалоощадний річний 

обсяг продукування паперових 

пакетів: 

- економічний (у виробника) 

- соціальний (для суспільства) 

- соціально-економічний (для 

суспільства) 

грн. 
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5 Сума капіталовкладень грн. — 378000 — 

6 

Термін окупності капіталовкладень: 

- у виробника 

- на загальносуспільному рівні 

роки 

 

— 

— 

 

1,21 

0,85 

 

— 

— 
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Таким чином, за отриманими значенями показників соціально-

економічної ефективності застосування розробленого у дисертаційній роботі 

матеріалоощадного виробництва паковання з паперу, які визначені на 

величину виробничої потужності машини HD 460 з виготовлення паперових 

пакетів, можна стверджувати як про доцільність окремого взятого 

виробництва паковання, так і для суспільного споживання. 
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